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4.1 Tytul osiggniecia naukowego: Algorytmy uczenia maszynowego dla probleméw klasyfikacji
wieloetykietowej

Moim gléwnym osiggnieciem naukowym sg wyniki uzyskane w dziedzinie uczenia maszynowego, doty-
czace problemu klasyfikacji wieloetykietowej. Zostaly one opublikowane w cyklu artykut naukowych na
prestizowych konferencjach uczenia maszynowego i sztucznej inteligencji, takich jak International Confe-
rence on Machine Learning, Neural Information Processing Systems i European Conference on Artificial
Intelligence, oraz w uznanych czasopismach, takich jak Journal of Machine Learning Research, Machine
Learning Journal i Data Mining and Knowledge Discovery.
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4.3 Omoéwienie celu naukowego ww. prac i osiggnietych wynikéw wraz z omdéwieniem ich
ewentualnego wykorzystania

4.3.1 Klasyfikacja wieloetykietowa

Klasyfikacja wieloetykietowa jest problemem uczenia maszynowego, w ktorym wiele etykiet moze zostac
przypisanych do pojedynczego przyktadu. Jest ona naturalnym rozszerzeniem klasyfikacji binarnej oraz
wieloklasowej. Problemy wieloetykietowe sa powszechnie spotykane w rzeczywistych zastosowaniach. Na
przyktad film moze zostaé¢ jednoczesnie opisany jako sensacyjny, kryminalny oraz dreszczowiec. Podobnie
artykutl prasowy moze zostaé oznaczony zarazem jako ekonomiczny oraz dotyczacy polityki. Natomiast w
zastosowaniach biologicznych, dany gen moze zostaé¢ zwiazany z wieloma klasami funkcjonalnymi, takimi
jak metabolizm, transkrypcja czy synteza biatek.

Wiele zaproponowanych metod klasyfikacji wieloetykietowej wykorzystuje, w ten czy w inny spo-
sob, zaleznosci pomiedzy etykietami. W poréwnaniu z prostym podejSciem tzw. binarnej stosownosci
(ang. binary relevance), polegajacym na uczeniu niezaleznego klasyfikatora dla kazdej etykiety, jakakol-
wiek poprawa wynikéw byta zwykle wyjasniana poprzez fakt, ze podejscie to ignoruje zaleznosci pomiedzy
etykietami. Nie kwestionujac poprawnosci tych badan trzeba przyznaé, ze to proste wyjasnienie ukrywa
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wiele subtelnych szczegbétéw i nie prowadzi do znalezienia prawdziwych mechanizméw oraz powodoéw sto-
jacych u podstaw poprawy wynikéw. Ponadto w problemach wieloetykietowych ze wzgledu na ztozonosé
przestrzeni etykiet mozliwe jest zdefiniowanie roznorodnych miar trafnosci predykeji (lub funkcji straty
w jezyku teorii uczenia sie). Na przestrzeni lat zaproponowano wiele takich miar, np. btgd Hamminga,
wieloetykietowy blad zerojedynkowy (ang. subset 0/1 loss), blgd rangowy (ang. rank loss) czy miare F.
Pomimo faktu, ze powyzsze miary maja zupelnie rézny charakter, rzadko byl pokazywany konkretny
zwigzek pomiedzy stosowanym algorytmem uczenia a minimalizowang funkcja straty, co mylnie sugero-
walo, ze jedna i ta sama metoda moze byé¢ optymalna dla wielu miar.

W cyklu powyzej wymienionych publikacji udato nam sie opracowaé teoretyczne ramy pozwalajace na
badanie problemu klasyfikacji wieloetykietowej. Wykorzystujac statystyczne spojrzenie na problem wy-
kazalismy zwiazek pomiedzy minimalizacja funkcji straty a zaleznosciami pomiedzy etykietami. Ponadto
zaproponowane przez nas algorytmy dla réznych funkcji straty zostaty doglebnie przebadane teoretycz-
nie. Ostatnie nasze wyniki dotycza problemu tzw. klasyfikacji ekstremalnej, ktory charakteryzuje sie
bardzo duza liczba etykiet (siegajaca nawet milionow). Ponizej opisane sa glowne osiagniecia. Odwotania
do powyzszych prac zostaly oznaczone kolorem niebieskim.

4.3.2 Funkcje straty oraz zalezno$ci pomiedzy etykietami

Niech X oznacza przestrzen przykladow, a £ = {A1, Aa,..., Ay} skoniczony zbior etykiet. Zalozmy, ze
przyklad £ € X jest powiazany z podzbiorem etykiet £, € 2. Podzbiér ten jest czesto nazywany
zbiorem relewantnych (pozytywnych) etykiet, natomiast jego dopelnienie £\L, zbiorem nierelewant-
nych (negatywnych) etykiet dla x. Zbior L, jest najczesciej reprezentowany poprzez wektor binarny
y = (Y1,Y2,---,Ym), taki ze y; = 1 & \; € L. Poprzez Y = {0,1}™ oznaczamy zbior wszystkich
mozliwych binarnych wektorow. Ponadto zakladamy, ze obserwacje (x,y) sa generowane niezaleznie z
tego samego rozkladu P(X = @, Y = y) zdefiniowanego na przestrzeni X' x ).

Problem klasyfikacji wieloetykietowej moze zostac zdefiniowany jako poszukiwanie klasyfikatora h(x)=
(h1(x), ha(x), ..., hy(x)), ktory minimalizuje oczekiwang strate (lub inaczej ryzyko):

Lf(h) = E(w,y)wP(w,y) [E(yv h($)] ’

gdzie £(y, ) jest (zadaniowq) funkcjg straty. Optymalny klasyfikator, tzw. klasyfikator bayesowski, dla
danej funkcji straty ¢ jest rozwiazaniem ponizszego problemu:

h; = argmin Ly(h) .
h

Natomiast zal klasyfikatora h ze wzgledu na ¢ jest zdefiniowany jako:
Reg,(h) = L¢(h) — L¢(hy) = L¢(h) — Lj .

Zal okresla liczbowo suboptymalnosé h w poréwnaniu do klasyfikatora optymalnego h*. Celem klasyfi-
kacji wieloetykietowej jest zatem znalezienie takiego klasyfikatora h, ktorego zal jest jak najmniejszy, w
idealnym przypadku rowny zero.

Klasyfikator jest uczony na podstawie przyktadow uczacych {z;,y,}7. Mozliwe sa dwa podejscia.
W pierwszym podejsciu poszukiwane jest dobre przyblizenie h*. W drugim podej$ciu najpierw konstru-
owany jest model przyblizajacy rozklad P(y |x). Nastepnie podczas klasyfikacji model ten jest wykorzy-
stywany przez procedure wnioskowania w celu znalezienia najlepszego y dla rozwazanej funkcji straty
biorac pod uwage wyestymowany rozktad warunkowy P(y|x) dla danego .

Glownymi wyzwaniami klasyfikacji wieloetykietowe] jest prawidlowe zamodelowanie zaleznosci po-
miedzy etykietami oraz minimalizacja ztozonych funkcji straty £(y,y). W pracach (Dembczynski i inni,
2010a,e, 2012¢) rozrozmilismy dwa rodzaje zaleznosci pomiedzy etykietami, warunkowe oraz brzegowe.
Ten pierwszy rodzaj dotyczy zaleznosci warunkowanych dla danego przyktadu @, natomiast ten drugi
nie odnosi sie do konkretnych przykladow i ukazuje globalny (brzegowy) charakter zaleznosci pomiedzy
etykietami. W zalezno$ci od rozwazanego zastosowania oraz uzywanej funkcji straty nalezy zamodelowaé
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jeden lub drugi rodzaj zaleznosci. Formalnie, zaleznosci warunkowe sg zdefiniowane w nastepujacy sposob:

m

P(yl|z) # [[ Plyi|2),
i=1

natomiast zaleznosci brzegowe jako:
m

P(y) # Hp(yz)
i=1
Nalezy podkresli¢, ze zaleznosci brzegowe nie implikuja zaleznosci warunkowych. Prawdziwe jest takze
zdanie odwrotne, tzn. zaleznosci warunkowe nie implikuja zaleznosci brzegowych. Warto réwniez za-
uwazy¢ interesujacy fakt, ze w przypadku zdegenerowanego rozkladu prawdopodobieristwa (dla ktorego
P(y) = 1 dla jednego y oraz P(y) = 0 dla wszystkich pozostalych kombinacji etykiet) etykiety sa
niezalezne od siebie.

Zrodlem zaleznosci brzegowych moga byé podobieristwa pomiedzy prawdziwymi modelami stojacymi
za etykietami. Zalozmy, ze prawdziwy model dla i-tej etykiety jest zdefiniowany nastepujaco:

hi(x) = gi(z) + €i(x)

gdzie g;(x) jest czescia strukturalna, a €;(x) czescia losowa modelu. Jezeli wystepuja podobieristwa po-
miedzy czesciami strukturalnymi g;(x), to warto rozwazy¢ laczne uczenie modeli. Zaleznosci warunkowe
z kolei sa implikowane poprzez zaleznosci pomiedzy czeSciami losowymi ¢;(x) dla danego x.

Funkcje straty mozemy podzieli¢ na funkcje dekomponowalne oraz niedekomponowalne ze wzgledu
na etykiety:

m

emmwziymmmxémmw¢zywmw»

Kanonicznymi przyktadami tych dwoch typow funkeji straty sa odpowiednio btad (strata) Hamminga i
wieloetykietowy btad zerojedynkowy:

baly h) = - T # il lopr(y.h) =Ty # 1l
i=1

Na podstawie rozwazari dotyczacych obu rodzajow zaleznosci pomiedzy etykietami oraz obu typow
funkcji straty, w pracy (Dembczynski i inni, 2012¢) zaproponowaliSmy dwa spojrzenia (ang. views) na
problem klasyfikacji wieloetykietowej. Pierwsze z nich dotyczy poszczegdlnych etykiet i jest blisko zwiaza-
ne z uczeniem sie wielu zadan (ang. multi-task learning) oraz regresja wielowariacyjna (ang. multivariate
regression). W tym spojrzeniu gtownym zadaniem jest poprawa trafnosci klasyfikacji dla kazdej etykiety
z osobna przy wykorzystaniu informacji o innych etykietach. Typowa funkcja straty dla takiego zadania
jest blad Hamminga. Zaleznosci brzegowe odgrywaja tutaj duzo wazniejsza role niz zaleznos$ci warun-
kowe. Drugie spojrzenie dotyczy tgcznego rozpatrywania etykiet, w ktérym minimalizacja funkcji straty
nie moze by¢ w prosty sposob roztozona na wiele niezaleznych zadan. Typowa funkcja straty dla tego
spojrzenia jest wieloetykietowy blad zerojedynkowy. W tym przypadku zalezno$ci warunkowe musza
zosta¢ odpowiednio zamodelowane. W celu zobrazowania réznicy pomiedzy tymi dwoma spojrzeniami
wykazaliémy w pracy (Dembczyniski i inni, 2010e, 2012¢), ze klasyfikator minimalizujacy btad Hamminga
moze otrzymaé prawie dowolnie zte wyniki ze wzgledu na wieloetykietowy blad zerojedynkowy oraz na
odwroét, tzn. klasyfikator minimalizujacy wieloetykietowy btad zerojedynkowy moze byé¢ prawie dowolnie
staby ze wzgledu na btad Hamminga. Wynik ten przedstawiony jest pokrétce ponizej.

Mozna ltatwo zauwazyé, ze klasyfikator bayesowski przyjmuje rozne formy dla obu funkcji straty.
Niech ryzyko warunkowe klasyfikatora h w punkcie  bedzie zdefiniowane nastepujaco:

Ly(h|z) = Ey [((y, h(z))] = Y Ply|z)l(y, h(z)).
yey
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Wtedy optymalny klasyfikator dla danego x jest podany jako:

h*(xz) = argmin Ly(h | x) .
h

Okazuje si¢, ze minimalizatorem h}; ryzyka Hamminga jest wektor, ktorego elementami sa mody brze-
gowe:
hi(x) = argmax P(y; |x), i=1,...,m,
yi€{071}

natomiast dla wieloetykietowego btedu zerojedynkowego jest to moda tgczna:
h i (x) =a ax P(y|x).
0/1() rgmax (y|z)

W ogélnosci oba minimalizatory sa rézne, jednak w niektérych sytuacjach ich warto$é moze byé taka
sama, tzn. hj(z) = hg/i(x). Na przyklad wtedy, gdy etykiety yi,...,ym sa niezalezne warunkowo,
tzn. gdy P(y|x) = [[[2, P(yi|x), lub wtedy, gdy taczna moda spetnia warunek P(hg,;(x)|x) > 0.5.
Ponadto zachodzi nastepujace ograniczenie dla dowolnego h i rozktadu P(y | x):

1
ELO/1<h |z) < Lu(h|x) < Lop(h|z).

Powyzsze wyniki do pewnego stopnia sugeruja, ze obie funkcje straty moga by¢ uzywane jako swoje
zastepniki, poniewaz w niektoérych sytuacjach otrzymywane jest to samo rozwiazanie optymalne oraz ist-
nieje wzajemne ograniczenie na wartosé¢ ryzyka tych funkcji. Jednakze analiza zalu najgorszego przypadku
pokazuje, ze minimalizacja wieloetykietowego btedu zerojedynkowego moze prowadzi¢ do duzego bledu
ze wzgledu na strate Hamminga i odwrotnie, tzn. minimalizacja straty Hamminga moze prowadzi¢ do
duzej wartosci wieloetykietowego btedu zerojedynkowego. Przypomnijmy, ze zal mierzy o ile jest gorszy
klasyfikator h w poréwnaniu z optymalnym klasyfikatorem dla danej funkcji straty. W celu uproszczenia
analizy rozwazmy Zal warunkowy:

Regy(h|@) = Le(h|2) - Li(hy [2).

Ponizsza analiza dotyczy zalu pomiedzy klasyfikatorem bayesowskim hj; dla straty Hamminga a klasy-
fikatorem bayesowskim h 51 dla wieloetykietowego bledu zerojedynkowego ze wzgledu na obie funkcje
straty. Jest to specyficzna analiza, ktéra pokazuje relacje pomiedzy dwoma réznymi funkcjami straty.

Ponizsze wyniki zostaly otrzymany w pracach (Dembczyriski i inni, 2010e, 2012¢). Pierwsze twier-
dzenie dotyczy wieloetykietowego btedu zerojedynkowego.

Twierdzenie 1. Zachodzi nastepujgce ograniczenie gorne:
Regy,1 (b |®) = Loj1(hp |®) — Loji(hg)y [2) <0.5.

Ograniczenie to jest Sciste, tzn.
Sllljp (Regoﬂ(h*H |:c)> =05,
gdzie supremum jest wziete po wszystkich rozktadach na Y.

Drugie twierdzenie pokazuje podobny wynik dla straty Hamminga.

Twierdzenie 2. Zachodzi nastepujgce ograniczenie gorne dla m > 3:

m— 2
m+2°

Regp (o1 | ) = Lu(hoy |@) — Lu(hy [x) <

Ograniczenie to jest Sciste, tzn.

m— 2

Reg, (h! ==
sgp( egp 0/1|w)) 2

gdzie supremum jest wziete po wszystkich rozktadach na Y.
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Obie funkcje straty sa powszechnie uzywane w zastosowaniach praktycznych. Jednak warto mieé¢ na
uwadze ich ograniczenia. Strata Hamminga nadaje sie dobrze do probleméw z niezbyt duza liczba dobrze
zrownowazonych etykiet. Nie powinna by¢ jednak uzywana w przypadku bardzo duzej liczby etykiet,
charakteryzujacych sie rozktadem o dlugim ogonie (ang. long tail distribution). W takiej sytuacji strata
Hamminga bedzie przyjmowaé¢ warto$¢ bliska zeru i posiada¢ te same wady jak blad zerojedynkowy w sil-
nie niezrownowazonych problemach binarnych. Dobrym przyktadem zastosowania straty Hamminga jest
problem predykcji funkcji genéw. Wieloetykietowy btad zerojedynkowy jest bardzo restrykcyjny, jednak
moze byé stosowany w problemach z niewielka liczba etykiet i niskim poziomem szumu. Tego rodzaju
blad jest czesto wykorzystywany we wnioskowaniu probabilistycznym (np. wnioskowanie mazimum a
posteriori minimalizuje wlasnie ten blad). Typowym przykladem zastosowania wieloetykietowego bledu
zerojedynkowego jest predykcja odpowiedniej kombinacji lekéw w terapii medyczne;j.

4.3.3 Algorytmy uczace dla klasyfikacji wieloetykietowej

Uczenie i wnioskowanie przy uzyciu wieloetykietowych funkcji straty jest w ogélnosci trudnym problemem
optymalizacyjnym. Funkcje straty, takie jak btad Hamminga czy wieloetykietowy blad zerojedynkowy,
czesto nazywane bledem zadaniowym, zazwyczaj nie sa ani wypukle ani rézniczkowalne. Istniejg jednak
dwa podejscia, ktorych celem jest ulatwienie zadania optymalizacji. Sa to redukcja oraz minimalizacja
zastepczych funkcji straty. Redukcja polega na przeformulowaniu oryginalnego problemu do prostszych
problemoéw, dla ktorych istnieje efektywne rozwigzanie algorytmiczne. Minimalizacja zastepczych funk-
cji straty polega na zastapieniu bledu zadaniowego poprzez strate/blad zastepczy, ktory jest latwiejszy
w optymalizacji. Zazwyczaj zastepcze funkcje straty sa wypuklymi i rézniczkowalnymi funkcjami, kto-
re ograniczaja blad zadaniowy od gory. Przykladami takich funkcji w klasyfikacji binarnej jest strata
wykladnicza, logistyczna lub zawiasowa.

Oba podejscia moga byé¢ badane w kontekscie zgodnosci statystycznej, ktora dotyczy wydajnosci
predykcyjnej algorytmoéw w przypadku nieskoriczenie duzego zbioru uczacego (Bartlett i inni, 2006; Te-
wari 1 Bartlett, 2007; McAllester, 2009; Gao i Zhou, 2013). Zastepcza funkcje ¢ nazywamy zgodng (lub
skalibrowang) z btedem zadaniowym ¢, jezeli zachodzi:

Regj(h) — 0 = Reg,(h) — 0.

Powyzsza definicja dotyczy obu podejsé, tzn. redukcji oraz minimalizacji zastepczych funkcji straty.
W pierwszym przypadku, £ odpowiada funkcji minimalizowanej w zredukowanym problemie, natomiast
w drugim przypadku, ¢ jest zastepcza funkcja straty.

Ponizej przedstawione sg dwa kanoniczne algorytmy dla probleméw klasyfikacji wieloetykietowej,
ktore oparte sa na podejsciu redukeji. Binarna stosownosé (ang. binary relevance) dekomponuje pro-
blem wieloetykietowy do m probleméw binarnych, jednego dla kazdej etykiety. Algorytm ten wyraznie
upraszcza problem, poniewaz ignorowane sa w nim wszelkie zaleznosci pomiedzy etykietami. Powstaje
jednak naturalne pytanie, czy istnieje funkcja straty dla ktorej jest on wlasciwym rozwiazaniem. Drugi
algorytm, nazywany etykietowym zbiorem potegowym (ang. label powerset), traktuje kazda kombinacje
etykiet (tzn., wektor y) jako nows meta-klase w problemie wieloklasowym. Dowolny algorytm wielokla-
sowy moze byé wiec uzyty po takim przeksztalceniu problemu. Niestety liczba tak otrzymanych klas
moze by¢ bardzo duza (w ogdlnosci jest ona rowna 2™, jednak w praktyce jest ograniczona przez liczbe
przyktadow uczacych). Algorytm ten w odr6znieniu od binarnej stosownosci bierze pod uwage zaleznosci
pomiedzy etykietami, jednak ignorowana jest w nim wewnetrzna struktura wektora etykiet y.

Na podstawie powyze]j przedstawionych wynikéw teoretycznych dotyczacych straty Hamminga i wie-
loetykietowego bledu zerojedynkowego, nie jest trudno przeanalizowaé te dwa algorytmy redukeji (Demb-
czynski i inni, 2010e, 2012¢). Latwo zauwazyé, ze algorytm binarnej stosownosci jest zgodny dla straty
Hamminga, bez zadnych dodatkowych zatozeri dotyczacych zaleznosci pomiedzy etykietami. Zauwaz-
my, ze jezeli nie byloby to prawda, to nie byliby$my w stanie rozwiazan optymalnie zadnego problemu
klasyfikacji binarnej (dla etykiety rozwazanej w danym problemie istnieja przeciez inne etykiety silnie
z nia zwiazane). Dla innych funkcji strat konieczne jest zazwyczaj przyjecie dodatkowych zalozen. Na
przyklad, dla wieloetykietowego bledu zerojedynkowego nalezy zalozy¢ niezaleznosé etykiet lub wysokie
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prawdopodobieristwo tacznej mody (> 0.5). Warto zauwazy¢, ze uczenie i wnioskowanie w tym algorytmie
jest liniowe z liczba etykiet.

Algorytm etykietowego zbioru potegowego jest z kolei zgodny dla wieloetykietowego btedu zerojedyn-
kowego. W jego podstawowej wersji jest on niezgodny dla straty Hamminga. Jednakze przy wykorzysta-
niu probabilistycznego klasyfikatora wieloklasowego, algorytm ten estymuje taczne prawdopodobienistwo
warunkowego dla danego x. Dlatego tez wnioskowanie dla dowolnego bledu zadaniowego jest mozliwe.
Podobnie poprzez redukcje do problemu klasyfikacji wieloklasowej z kosztami, algorytm ten moze byé
uzyty prawie z kazdym btedem zadaniowym. W obydwu przypadkach zlozono$é obliczeniowa jest jednak
wykladnicza z liczba etykiet.

4.3.4 Probabilistyczne laricuchy klasyfikatorow

Przy redukcji etykietowego zbioru potegowego mozna wykorzysta¢ jeden ze standardowych algorytmow
klasyfikacji wieloklasowej, takich jak k-najblizsi sasiedzi, drzewa decyzyjne, regresja logistyczna, czy
metoda wektoréw nosnych. Alternatywnie mozna skorzystaé¢ z dalszej redukeji przeksztalcajac problem
wieloklasowy do sekwencji probleméw binarnych, uzywajac takich podejsé jak 1-przeciw-wszystkim, 1-
przeciw-1, wazone wszystkie pary (ang. weighted all-pairs) (Beygelzimer i inni, 2008), czy skierowane
grafy acykliczne (Platt i inni, 2000). Pozostaje jeszcze jedna mozliwosé, w ktorej wykorzystywana jest
bezposrednia redukcja do klasyfikacji binarnej, eliminujaca problem ignorowania wewnetrznej struktury
meta-klas. Mozna tego dokonaé poprzez potraktowanie & oraz y jako cech oraz dodanie nowej zmienne;j
wyjéciowej, ktora wskazuje czy dany wektor y jest tym prawdziwym dla a:

(@,y) — {(z,y, D} U{(z, ¥, 0) : vy’ # y}.

Model w takim podej$ciu moze zostaé zdefiniowany poprzez funkcje f(x,y). Mozliwe sa jej rézne formy,
na przyktad:

m

f(m7y):2fl(mayl)+ kal(ykyyl)a (1)

i=1 Yk Y1
gdzie drugie wyrazenie dotyczy zwiazkéw pomiedzy parami etykiet. Predykcja moze by¢ wtedy obliczona
zgodnie z:
h(xz) = argmax f(x,y) .
yey

Naiwna implementacja powyzszego podejScia jest na pewno nieskalowalna, poniewaz dla kazdego
przyktadu uczacego nalezy wygenerowaé¢ wyktadniczo wiele przykladow negatywnych (czyli takich, dla
ktorych zmienna wyjsciowa bedzie réwna 0). Istnieja jednak dwa podejscia, ktore w inteligenty sposob
rozwiazuja ten problem. Pierwsze z nich to losowe pola warunkowe (ang. conditional random fields)
zaproponowane w Lafferty i inni (2001), ktore sa uogolnieniem regresji logistycznej. Drugie z nich to
strukturalna metoda wektoréw nosnych (Tsochantaridis i inni, 2005). Niestety, dziataja one efektywnie
tylko dla ograniczonej klasy funkeji f(x,y), w ktorej zaleznosci pomiedzy etykietami mogg by¢ zamode-
lowane poprzez tancuch linowy lub drzewo o ograniczonej szerokosci.

W (Dembezynski i inni, 2010a) udato nam sie zaproponowacé inne podejscie. Probabilistyczne taricuchy
klasyfikatoréw (ang. probabilistic classifier chains, PCC) sg efektywna metoda redukeji, ktora uogdlnia
metode taricuchow klasyfikatorow zaproponowana w (Read i inni, 2009, 2011). PCC estymuja laczne
prawdopodobienstwo warunkowe P(y |x) poprzez zastosowanie reguly tancuchowes:

m m
P(y|ﬂl’) = Hp(yi|yi—17~"7y17m) = Hp(yi|yi717m)a
i=1 i=1
gdzie y*"! = (y1,...,¥i—1). Uczenie PCC polega na wytrenowaniu klasyfikatoréw probabilistycznych

(np., regresji logistycznej) w celu estymacji P(y; | y*~1, ), niezaleznie dla kazdego i = 1,...,m. Niech
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Q(y; | yi_l, @) oznacza otrzymane estymaty. Ostateczny model jest wtedy wyrazony poprzez:

m

Qylz) =] Quily" ' ).

i=1

7 teoretycznego punktu widzenia kolejnosé etykiet w wektorze y nie ma znaczenia. Jednak w praktyce
moze ona istotnie wplynaé na trafno$¢ nauczonych modeli, poniewaz uczenie przebiega na ograniczonej
klasie modeli i na skonczonym zbiorze przyktadéw. Warto réwniez zauwazyé, ze jezeli do estymacji
Q(y; |y =, ) zostang wykorzystane modele liniowe, to ostateczny klasyfikator bedzie mial strukture
podobna do funkgji (1). Jednak jego uczenie przebiega w sposob sekwencyjny, a nie bezposrednio tak jak
w losowych polach warunkowych i w strukturalnej metodzie wektoréw no$nych.

PCC obliczaja w efektywny sposéb estymate prawdopodobienistwa warunkowego dla dowolnego wek-
tora etykiet y. W tym celu nalezy obliczy¢ Q(y | ) dla danego y, co wymaga odpytania m klasyfikatorow.
Jednakze duzo trudniejszym zadaniem jest obliczenie optymalne] (ze wzgledu na rozktad Q) decyzji §*
dla danej funkcji straty. W tym celu nalezy zastosowaé odpowiedniag metode wnioskowania. Zauwaz-
my, ze ostateczny model odpowiada drzewu z binarnymi decyzjami w kazdym jego wezle oraz z lisémi
wskazujacymi kombinacje etykiet y. Kazdy wezel drzewa moze zostaé jednoznacznie okreslony poprzez
y' = (y1,...,9i). Przy takiej notacji y° oznacza korzeni drzewa. Najprostsza metoda wnioskowania jest
przeszukiwanie zachlanne, ktére przechodzi tylko jedna $ciezke od korzenia do liscia drzewa wybierajac
takie y;, dla ktorego Q(y; |y* ™!
wymaga uzycia klasyfikatoréow probabilistycznych. Jednak jego predykcja nie odpowiada w ogolnosci ani
tacznej ani brzegowej modzie.

,x) jest wieksze. Przeszukiwanie zachtanne jest szybkie (O(m)) i nie

W celu znalezienia $ciezki (tzn. kombinacji etykiet y) o najwiekszym (wyestymowanym) prawdopo-
dobienstwie warunkowym mozemy wykorzysta¢ bardziej zaawansowane metody przeszukiwania, takie
jak przeszukiwanie wiazkowe (ang. beam search) (Kumar i inni, 2013) lub przeszukiwanie z jednoli-
tym kosztem (uniform-cost search) (Dembczynski i inni, 2012d). Przy wykorzystaniu tych technik, PCC
optymalizuja wieloetykietowy btad zerojedynkowy (dla ktorego optymalna decyzja jest laczna moda).
W pracy (Dembezynski i inni, 2012d) udalo nam si¢ zaproponowaé efektywny algorytm, nazwany e-
przyblizonym wnioskowaniem, ktéry jest wariantem przeszukiwania z jednolitym kosztem z punktem
odciecia. Algorytm ten zawsze znajdzie laczna mode rozktadu @, jezeli jej prawdopodobieristwo jest
wiegksze lub rowne e. Ponadto udato nam sie udowodnié nastepujace twierdzenie (ponizej przedstawiona
jest jego lekko zmodyfikowana wersja w porownaniu z oryginalng praca)

Twierdzenie 3. Niech 1 < ¢ < m. Algorytm e-przyblizonego wnioskowania dla € = 27¢ potrzebuje co
najwyzej O(me=1) iteracji, aby znalezé predykcje he(x) = g, dla ktorej

QY =) - QY. |z) <e—-27T,

gdzie " = argmax, Q(y | ).

Bazujac na powyzszym wyniku mozna takze pokazaé, ze rozwiazanie optymalne jest znajdowane w
czasie liniowym od 1/pmax, gdzie pmax jest prawdopodobieristwem tacznej mody. Dla probleméw z matym
szumem (czyli z duzymi warto§ciami ppyax), algorytm ten bedzie dzialal bardzo szybko. Zauwazmy,
ze przeszukiwanie zachlanne, ktére odpowiada powyzszemu algorytmowi z € = 0.5, charakteryzuje sie
stabymi gwarancjami:

Q" @) — Qyreeay | ) < 05— 27

W jednej z ostatnich prac (Dembcezyriski i inni, 2016), rozszerzyliSmy powyzsze wyniki. Wykazalismy,
ze koncepcja stojaca za algorytmem PCC moze byé réwniez zastosowana do probleméw klasyfikacji
wieloklasowej, jezeli etykiety wieloklasowe zostana zastgpione poprzez binarny kod przedrostkowy. Taki
kod moze by¢ zawsze przedstawiony jako drzewo binarne. W weztach wewnetrznych takiego drzewa
trenowany jest osobny klasyfikator binarny. To jest jedna z gtéwnych réznic w poréwnaniu z algorytmem
PCC, w ktorym klasyfikator binarny jest budowany na kazdym poziomie drzewa (poniewaz poziom
drzewa odpowiada etykiecie). Zaproponowane podejscie zostalo przez nas nazwane probabilistycznym
drzewem klasyfikatoréw. Ponadto uogo6lnilismy wyniki teoretyczne dotyczace algorytmu e-przyblizonego
wnioskowania do przeszukiwania A*.

Autoreferat dotyczqcy osiggnieé naukowych 8/20



Udalo nam sie takze udowodnié¢ gorne ograniczenie zalu dla bledu zerojedynkowego. Ograniczenie
to jest wyrazone poprzez btad indywidualnych klasyfikatorow oraz przyblizenie wynikajace z metody
przeszukiwania. Nasz gléwny wynik podany ponizej dotyczy zaréwno probleméw wieloetykietowych, jak
i wieloklasowych. Niech m oznacza liczbe etykiet w pierwszym przypadku oraz dlugosé najdtuzszego
kodu w drugim przypadku. Przypomnijmy, ze y* = (y1,...,;) jednoznacznie okresla wezel w drzewie,
gdzie y° oznacza korzen drzewa.

Twierdzenie 4. Niech Q(-|y'~!, x) bedq estymatami prawdopodobieristw warunkowych w kazdym we-
wnetrznym wefle drzewa y*~! oraz niech h. bedzie takim klasyfikatorem, ktéry dla danego x przewiduje
wektor Y, znaleziony przez e-przyblizone wnioskowanie. Wtedy, dla dowolnego rozktadu P,

RegO/l(h’E) < \/ QReglog(Q) +e— 27" )

gdzie Reg,(Q) = E(zy)~p >, Reglog(Q(-|yF1,x))] jest oczekiwang sumgq Zalu logistycznego we-
wnetrznych klasyfikatorow binarnych na sSciezce od korzenia do liscia.

Co ciekawe, koncepcja podobna do probabilistycznych drzew klasyfikatoréow zostata niezaleznie za-
proponowana w wielu r6znych dziedzinach badawczych. W sieciach gtebokich, takie podejscie jest znane
pod nazwa hierarchicznego softmaksu (Morin i Bengio, 2005), w statystyce jako zagniezdzone dychoto-
mie (Fox, 1997), natomiast w wieloklasowe] regresji jako drzewa estymujace prawdopodobieristwo wa-
runkowe (Beygelzimer i inni, 2009). W rozpoznawaniu wzorcow podobne podejscie bylo rozwazane jako
klasyfikatory wieloetapowe (ang. multi-stage) (Kurzynski, 1988). Powyzsze wyniki teoretyczne dotycza
w ogoblnosci wszystkich wyzej wymieniowych podej$é. Innymi stowy, udato nam sie zunifikowaé¢ podobne
podejscia w celu wykazania ich wtasno$ci teoretycznych.

Dotychczasowa dyskusja dotyczyta glownie (wieloetykietowego) bledu zerojedynkowego. W ogolnosci
PCC estymuja taczne prawdopodobienstwo warunkowe w punkcie x. Dlatego tez mozliwe jest zastosowa-
nie wnioskowanie dla dowolnej funkcji straty. W tym celu nalezy przejsé¢ cale drzewo w celu otrzymania
pelnego rozktadu Q(y|x). Nastepnie nalezy zastosowaé¢ odpowiednie wnioskowanie dla danej funkcji
straty £:

§" = arg mox > Qy|z)i(y, h(z)).
yey
Niestety takie podejscie jest bardzo kosztowne, poniewaz peten rozklad dotyczy wszystkich 2™ kom-
binacji etykiet. W celu obnizenia kosztéow obliczeniowych, mozna wykorzystaé préobkowanie ancestralne
(ang. ancestral sampling). Wnioskowanie przebiega wtedy na otrzymanej probcee, czasami nazywanej roz-
ktadem empirycznym. Dla straty Hamminga, na przyklad, nalezy wyestymowaé z tej probki brzegowe
prawdopodobienstwa warunkowe. Niestety dla pewnych funkcji straty obliczenie optymalnej decyzji na
podstawie probki moze by¢ ciagle bardzo kosztowne.

Warto podkreslié, ze zaproponowany przez nas algorytm PCC jest dobrze rozpoznawany w srodowisku
naukowym i traktowany jako wzorcowe podejscie do klasyfikacji wieloetykietowej z bltedem zerojedyn-
kowym, bedace silna konkurencja dla takich algorytméw jak strukturalna metoda wektoré6w nosnych.
Mozna takze wykazaé¢ podobieristwo PCC do modeli Markowa o maksymalnej entropii (ang. mazimum
entropy Markov models) (McCallum i inni, 2000) zaproponowanych dla problemu etykietowania sekwen-
cji oraz do algorytmow opierajacych sie na nowym paradygmacie uczenia sie przeszukiwania (ang. learn
to search) (Daumé III i inni, 2009; Doppa i inni, 2014).

4.3.5 Algorytmy dla innych bledéw zadaniowych

W naszych badaniach doglebnie przeanalizowaliSmy takze dwa inne bledy zadaniowe: miar¢ Fig oraz btad
rangowy. W obydwoéch przypadkach udalo nam sie otrzymaé znaczace wyniki.

Miara Fj jest powszechnie uzywana w wyszukiwaniu informacji, tagowaniu dokumentéw oraz w
przetwarzaniu jezyka naturalnego. Funkcja straty oparta na tej mierze jest zdefiniowana nastepujaco:

(1+5%) 352 yihi(x)

— — €T = — (
lr,(y,h(z)) = 1-Fs(y,h(z)) =1 BT i+ hi(m)
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Miara Fg zapewnia lepsze niz strata Hamminga zréwnowazenie relewantnych i nierelewantnych etykiet.
Jej optymalizacja jest jednak duzym wyzwaniem. Wezedniejsze algorytmy byly w stanie tylko przyblizy¢
optymalne rozwigzanie lub bazowaly na dodatkowych zalozeniach dotyczacych rozktadu prawdopodo-
bieristwa etykiet (np. zaktady ich niezaleznos¢). W (Dembcezynski i inni, 2011) znalezliSmy rozwiazanie,
ktore jest zarazem statystycznie zgodne oraz obliczeniowo efektywne. Bazuje ono na metodzie podsta-
wienl (ang. plug-in estimate), w ktorej odpowiednie estymaty sa podstawiane do wyrazenia na klasyfikator
bayesowski dla danej funkcji straty. Ponizej przedstawione jest krotkie podsumowanie tej metody.

Rozwazany przez nas problem moze zosta¢ sformutowany nastepujaco:

(B+ )X yihul@)
52 Z:n:l Yi + 2211 hz(m)

h*(x) = argminE [(p, (Y, h(z))] =argmax Y  P(y|z) (2)

hey hey yey

Niestety nie istnieje rozwiazanie analityczne powyzszego problemu optymalizacji. Takze rozwiazanie si-
towe jest w ogdélnym przypadku niewykonalne, gdyz wymagaloby ono sprawdzenia rozwigzania dla 2™
mozliwych kombinacji etykiet, dla kazdej z nich policzenia sumy po 2™ komponentach w celu otrzyma-
nia wartosci oczekiwanej, a takze wyestymowania 2" parametréow, czyli pelnego rozktadu warunkowego
P(y| x). Okazuje sie jednak, ze istnieje prosty algorytm, ktory rozwiazuje powyzszy problem w efektyw-
ny sposéb. W pracy (Dembcezyniski i inni, 2011) wykazalismy, ze jedynie m? + 1 parametréow tacznego
rozkladu P(y|x) jest koniecznych do otrzymania rozwiazania.

Twierdzenie 5. Niech s, = > ., y;. Rozwigzanie problemu (2) moze zostaé obliczone na podstawie
P(y =0|x) oraz wartosci

pis =Plyi=1,8y=3), i,s€{l,...,m},
ktore stanowiqg macierz P o rozmiarze m x m.

Co ciekawe, elementy macierzy P nie dotycza zaleznosci pomiedzy etykietami, a odnosza sie raczej
do wartosci brzegowych, ktore uwzgledniaja liczbe wspolnie wystepujacych etykiet (bez wskazywania,
ktore sa to etykiety). Algorytm przez nas zaproponowany, nazwany jako ogdlny maksymalizator miary
Fp (ang. general Fg-measure maximizer, GFM) oblicza rozwiazanie optymalne w czasie szesciennym.

Twierdzenie 6. GFM rozwiqzuje problem (2) w czasie o(m3) zaktadajgc, Ze macierz P zawierajgca m?

wartosci oraz P(y = 0| x) sq podane.

Powyzszy algorytm wnioskowania moze zostaé¢ wykorzystany razem z algorytmem PCC. W celu
obliczenia optymalnej decyzji dla danego @ probkujemy n obserwacji z rozktadu Q(y |x) otrzymanego
przez PCC. Na podstawie tej probki estymujemy wartosci macierzy P oraz prawdopodobieristwo P(y =
0| ). Nastepnie wartosci te sa wykorzystywane przez algorytm GFM. Wyniki eksperymentalne pokazuja,
ze to podejscie osiaga wyniki lepsze od konkurencyjnych algorytmow.

Powyzsze podejscie zostalo przez nas dalej rozszerzone w pracy (Dembcezynski i inni, 2013a). Zapro-
ponowaliSmy metode, ktora zamiast algorytmu PCC wykorzystuje wielomianowe modele regresyjne do
obliczenia parametréw wymaganych przez algorytm GFM. RozwazaliSmy réwniez uproszczony wariant
algorytmu, ktoéry zaklada niezaleznosé etykiet. W takim przypadku wystarczy wyestymowaé prawdopo-
dobieristwa brzegowe przy uzyciu podej$cia binarnej stosownosci z klasyfikatorem probabilistycznym, np.
regresja logistyczna. Wnioskowanie jest wtedy przeprowadzane zgodnie z algorytmem zaproponowanym
w (Ye i inni, 2012), ktorego ztozonosé jest kwadratowa dla wymiernego 3 oraz szeScienna w ogdlnym
przypadku. Ponadto pokazaliSmy eksperymentalnie, ze zaproponowane przez nas algorytmy przewyz-
szaja podescie oparte na strukturalnej metodzie wektoréw nosnych przystosowane do maksymalizacji
miary F (Petterson i Caetano, 2010, 2011). Przeprowadzilismy rowniez analize teoretyczna obu podejsé,
ktora wykazala, ze podejScie bazujace na wielomianowej regresji i algorytmie GFM jest statystycznie
zgodne, natomiast strukturalna metoda wektoréw nosnych nie jest. Ten wynik podkresla jeszcze mocniej
znaczenie naszego wkladu w rozwoj algorytmow klasyfikacji wieloetykietowe;j.

Wyniki dotyczace maksymalizacji miary Fg zostaly przez nas podsumowane w pracy (Waegeman i in-
ni, 2014). Dodatkowo wykazaliémy w tym artykule, ze algorytm GFM wymaga jedynie czasu kwadrato-
wego, jezeli jego parametrem wejsciowym jest macierz A, bedaca iloczynem macierzy P oraz macierzy W
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skladajacej si¢ z elementéw wger = (s + k)™t s,k € {1,...,m}. Przeanalizowaliémy réwniez zwiazek
pomiedzy klasyfikatorem bayesowskim dla miary Fjz a klasyfikatorami bayesowskimi dla innych funkcji
straty, takich jak strata Hamminga, wieloetykietowy blad zerojedynkowy oraz wspoélczynnik Jaccarda.
Wykazali§my jednoznacznie, ze zadna z tych funkcji straty nie moze zastapi¢ miary Fjg bez wyraznego
pogorszenia trafnosci predykecji. Ten wynik otrzymaliSmy poprzez analize zalu podobna do tej, ktora
uzyliSmy do zbadania relacji pomiedzy strata Hamminga a wieloetykietowym btedem zerojedynkowym.
Omowilismy takze doglebnie wykorzystanie algorytmu GFM z takimi metodami uczenia maszynowego
jak drzewa decyzyjne, k-najblizsi sasiedzi, PCC i wielomianowa regresja.

Blad rangowy mierzy niezgodno$é pomiedzy parami obserwacji. W przypadku klasyfikacji binarnej
jego odpowiednikiem jest pole powierzchni pod krzywa ROC. W klasyfikacji wieloetykietowej jest zazwy-
czaj uzywany na poziomie pojedynczego przykladu do zliczania liczby niezgodnosci pomiedzy parami
etykiet. Jest on wtedy zdefiniowany w nastepujacy sposob:

bt S =vy) Y (@) < @] + 515 = @)

(4,0): yi>y;

gdzie f(x) = (f1(x), f2(x),..., fm(x)) jest wektorem funkcji, ktore przypisuja wartosé rzeczywista do
poszczegblnych etykiet, a w(y) jest funkcja wazaca, ktora moze zostaé wykorzystana do normalizacji
bledu rangowego do przedziatu [0, 1]. W takim przypadku funkcja ta jest rowna odwrotnosci iloczynu
liczby n4 relewantnych i nierelewantnych n_ etykiet, czyli w(y) = (nyn_)~"1.

Co ciekawe, bardzo intuicyjne podej$cie oparte na zastosowaniu wypuktych funkcji zastepczych zde-
finiowanych na parach etykiet o postaci

lo(y. f@) = Y wye(filz) - fix)),

(4,5): yi>y;

gdzie ¢ jest np. strata wyktadnicza, logistyczna lub zawiasowa, jest niezgodne statystycznie (Duchi i inni,
2010; Gao i Zhou, 2013). Zgodny klasyfikator moze by¢ jednak otrzymany poprzez minimalizacje prostych
funkeji straty, co udalo nam sie wykaza¢ w (Dembezynski i inni, 2012b).

Okazuje sie, ze nawet w ogdélnym przypadku klasyfikator bayesowski dla btedu rangowego mozna
otrzymaé poprzez posortowanie etykiet zgodnie z nastepujacymi wielko$ciami brzegowymi:

Al= > w(y)Py|).

Dla w(y) = 1, A¥ redukuje sie do prawdopodobiernistwa brzegowego P(y; = u|x) (Dembczyniski i inni,
2010a). Powyzszy wynik sugeruje, ze w celu rozwiazania problemu wystarczy wykorzysta¢ podejscie
binarnej stosownosci, a doktadniej jego wazony wariant.

Rozwazmy nastepujace funkcje straty bedace wazonym wariantem straty wyktadniczej i logistycznej:

lexp(y, f(2)) = w(y)) e vifi(@)
i=1

log(y, f()) w(y) Z log (1 + efyéfi(w)) :

i=1

gdzie y' = 2y — 1. Minimalizacja powyzszych funkcji sprowadza si¢ do rozwiazania m niezaleznych pro-
blemoéw, jednego dla kazdej etykiety. Dowolny algorytm klasyfikacji binarnej wykorzystujacy strate wy-
ktadnicza lub logistyczna, na przyktad AdaBoost lub regresja logistyczna, moze by¢ tutaj wykorzystany,
pod warunkiem ze pozwala on na uczenie z wazonymi przyktadami. Powyzsze podejscie do minimalizacji
bledu rangowego, pomimo swojej prostoty i efektywnosci, jest takze statystycznie zgodne jak wykazuje
ponizszy wynik oryginalnie zaprezentowany w pracy (Dembczynski i inni, 2012b).
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Minimalizatorem powyzszych funkcji straty jest:

Al

1. Al Z.
WAl

. 1
i (m):glogA—? = Elog

gdzie ¢ = 1 dla straty logistycznej, ¢ = 2 dla straty wyktadniczej, oraz W jest oczekiwana waga, tzn.:

W =Eylw(y) o] = > w(y)Py|z).

Zauwazmy, ze powyzszy minimalizator jest $cisle rosnacym przeksztalceniem A}. Na podstawie powyz-
szych wynikow, udalo nam sie nastepnie udowodni¢ nastepujace ograniczenie gérne na zal btedu rango-
wego.

Twierdzenie 7. Niech Reg.y,(f) i Reg,,(f) beda odpowiednio zZalem dla wazonej straty wyktadnicze;j i

logistycznej. Wtedy
V6
Regrnk(f) < TC Regexp(f) )

Regrnk(.f) < gc\/ Reglog(f) )

gdzie C < my/MWnax, 2 Wmaz > w(Y) dla kazdego y.

4.3.6 Klasyfikacja ekstremalna

Praktyczne problemy uczenia maszynowego charakteryzuja sie obecnie nie tylko ogromna liczba przy-
padkow uczacych i cech uzytych do ich opisu, ale takze bardzo duza liczba klas (etykiet), do ktorych
przyklady sa przypisywane. Takie problemy sa czesto nazywane klasyfikacja ekstremalna. Moga one miec¢
zaréwno charakter wieloklasowy jak i wieloetykietowy. Przyktadowym zastosowaniem klasyfikacji ekstre-
malnej jest etykietowanie zdje¢ i filmow (np. w celu utatwienia wyszukiwania tego typu plikow), tagowanie
dokumentow tekstowych (np. do automatycznej kategoryzacji artykutow Wikipedii), rekomendacja stow
kluczowych w reklamie internetowej lub predykcja nastepnego stowa w wypowiedzi. Klasyfikacja ekstre-
malna pozwala rowniez spojrzeé¢ z innej perspektywy na takie problemy jak ranking czy rekomendacja
poprzez sformulowanie ich jako problem wieloetykietowy, w ktérym rangowany element lub rekomendo-
wany produkt jest traktowany jako osobna etykieta.

W celu lepszego zobrazowania problemu klasyfikacji ekstremalnej rozpatrzmy konkretny problem
tagowania artykutow Wikipedii. W tym przypadku pojedynczy artykul jest przykladem/obserwacja,
stowa w nim wystepujace odpowiadaja cechom, natomiast kategorie, do ktérych jest on przypisany,
etykietom. Zbiér danych stworzony na podstawie biezacej zawartosci Wikipedii bedzie charakteryzowat
sie milionami przykladéw i cech, ale takze ponad milionem etykiet, poniewaz tak duzo kategorii jest
obecnie uzywanych.

Wyzwania, ktore niosa ze soba powyzsze problemy, otworzyly nowy kierunek badan w obrebie ucze-
nia maszynowego. Latwo zauwazy¢, ze podejscie binarnej stosownosci (czy tez 1-przeciw-wszystkim, w
przypadku klasyfikacji wieloklasowej), ktore skaluje sie liniowo z liczba etykiet, jest zbyt kosztowe w przy-
padku probleméw z tak duza liczba klas. Dlatego tez wymagane jest zaproponowanie nowych algorytmoéow
o subliniowej zlozonosci czasowej i pamieciowe;.

Udalto nam sie zaproponowa¢ (Jasinska i inni, 2016) nowy algorytm efektywnie rozwiazujacy problem
ekstremalnej klasyfikacji wieloetykietowe], nazwany probabilistycznymi drzewams etykiet (ang. probabili-
stic label trees, PLT). Moze on by¢ tatwo dostosowany do réznych miar trafnosei predykeji, takich jak
strata Hamminga, precyzja na k-tym miejscu, czy makro-uéredniona miara Fg. Bazuje on na tej samej
koncepcji co probabilistyczne drzewa klasyfikatorow (oraz pozostate podobne algorytmy, takie jak np.
hierarchiczny softmax), przez co moze on zosta¢ uznany za odpowiednie rozszerzenie tego podejscia do
estymacji prawdopodobienstw brzegowych etykiet.

PLT wykorzystuje klasyfikatory probabilistyczne w kazdym wezle drzewa w taki sposob, aby estyma-
ta prawdopodobienistwa etykiety zwigzanej z danym lisciem drzewa byla wyrazona iloczynem estymat

Autoreferat dotyczqcy osiggnieé naukowych 12/20



prawdopodobienistw otrzymanych na $ciezce od korzenia do tego liscia. Predykcja polega zatem na prze-
szukiwaniu drzewa od korzenia do odpowiednich lisci. Jezeli posrednia wartosé tego iloczynu na $ciezce
od korzenia do danego wezla wewnetrznego jest mniejsza od zadanego progu, to poddrzewo zaczynaja-
ce sie w tym wezle nie jest dalej przeszukiwane. Ta strategia odcinania poddrzew z etykietami o zbyt
malym prawdopodobienistwie brzegowym prowadzi do bardzo szybkiej procedury klasyfikacji nowych
przyktadow.

Wzor na prawdopodobieristwo brzegowe P(y; = 1|x) moze zosta¢ przedstawiony w nastepujacy
sposob:
P(yz:1|w): H P(Zt:1|zpa(t):1>w)a
tePath(s)

gdzie Path(i) jest $ciezka od korzenia do liscia i, z; jest zmienna wyjsciowa w wezle ¢ rowna 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy w poddrzewie wezta ¢ jest przynajmniej jedna etykieta pozytywna, a pa(t) jest rodzicem wezta
t. Zaktadamy, ze w przypadku korzenia P(z; = 1| zpa) = 1,2) = P(2; = 1| x). Poprawno$¢ wyrazenia
na prawdopodobieristwo brzegowe wynika z faktu, ze z; = 1 implikuje 2,4 = 1.

Uczenie PLT moze przebiegaé¢ w trybie wsadowym lub przyrostowym. Ze wzgledu na warunek uzyty w
weztach drzewa (tzn., zp.+) = 1), dany przyktad uczacy jest wykorzystywany do uczenia tylko niektorych
klasyfikatoréw wewnetrznych. Dzieki temu procedura uczenia jest bardzo efektywna. Ponadto poprzez
wykorzystanie haszowania cech (ang. feature hashing) (Weinberger i inni, 2009) wszystkie klasyfikatory
mogg by¢ sktadowane we wspoélnej przestrzeni pamieciowej o kontrolowanym rozmiarze. Udato nam sie
takze wyprowadzi¢ nastepujace ograniczenia na zal:

Plyi=1l2) - Qi =1]z)| < Y \/? Reg,(f:|z),
)

tE€Path (i

gdzie @ jest wyestymowanym prawdopodobieristwem brzegowym, ¢ jest silnie prawidtowo zlozong za-
stepcza funkcja straty (ang. strongly proper composite surrogate loss) taka jak np. strata kwadratowa,
wyktadnicza lub logistyczna, wykorzystana do uczenia klasyfikatorow wewnetrznych f; oraz A jest stala
charakteryzujaca dana funkcje straty (Agarwal, 2014).

W celu predykcji k etykiet o najwiekszym (wyestymowanym) prawdopodobienstwie brzegowym, a
co za tym idzie optymalizacji precyzji na k-tym miejscu, wystarczy wykorzysta¢ kolejke priorytetows
do przeszukiwania drzewa. W eksperymencie obliczeniowym udalo nam sie pokaza¢ (Jasinska i inni,
2016), ze ten wariant PLT uzyskuje wyniki konkurencyjne do algorytmu FastXML, bedacego jednym z
flagowych podejsé rozwiazujacych problem klasyfikacji ekstremalnej (Prabhu i Varma, 2014).

PLT moze by¢ takze wykorzystany do optymalizacji makro-uérednionej miary Fj. Jest to mozliwe,
poniewaz procedura przeszukiwania drzewa moze by¢ uzyta z dowolnym progiem w kazdym wezle drzewa.
Dzieki temu mozemy zdefiniowaé rozne progi odciecia dla kazdej etykiety. Okazuje sie, ze jest to dokladnie
to, co jest potrzebne do optymalizacji makro usrednionej miary Fj3. Nalezy znalezé optymalny prog na
prawdopodobienistwach warunkowych dla kazdej etykiety z osobna. Ponadto, wyznaczenie optymalnego
progu moze by¢ wykonane efektywnie za pomoca algorytmu przyrostowego zaproponowanego przez nas
w pracy (Busa-Fekete i inni, 2015). Zakladajac, ze przyklady przychodza w sposdb sekwencyjny, zapro-
ponowany algorytm stara sie maksymalizowaé tzw. przyrostowg miare F', zdefiniowana nastepujaco dla
przyktadu j oraz etykiety 4:

o 23011 Ytile.i _ 2a5;
gi = - = = .
Sl Yei T 2ty Ue bj,q

Algorytm ustawia prog

SIS
’ bj—1,

podczas przetwarzania j-tego przykltadu i tym samym dokonuje predykcji zgodnie z ¢;; = [Q(y; =
1| x;) > 7;,;]. Udalo nam sie udowodnié¢ w (Busa-Fekete i inni, 2015), ze tak ustawiany prog zbiega wedlug
prawdopodobieristwa do optymalnej wartosci, tzn. 7;; i 7; . Poniewaz powyzszy algorytm bazuje tylko
na pozytywnych etykietach (tzn. y; = 1) oraz etykietach z pozytywna predykcja (tzn. ¢; = 1), moze on

Autoreferat dotyczqcy osiggnieé naukowych 13/20



by¢ tatwo zastosowany razem z algorytmem PLT do klasyfikacji ekstremalnej z makro usredniong miarg
Fps.

W pracy (Stock i inni, 2016) rozwazaliSmy ogdlny problem predykcji z wieloma celami (ang. multi-
target prediction). W ramach tego problemu interesowaly nas strategie efektywnej i doktadnej predykeji
k najlepszych odpowiedzi, ktére nie wymagaja wykonania obliczen dla wszystkich celow. Zdefiniowalismy
klase separowalnych relacyjnych modeli linowych (ang. separable linear relational models) i wykazaliSmy,
ze algorytm progowy zaproponowany w (Fagin i inni, 2003) moze by¢ skutecznie uzyty z ta klasa modeli.

Rozwazmy dwa typy obiektow z € X and y € ). Zaproponowany model dla kazdej pary (x,y) oblicza
nastepujaca warto$¢ jako predykcje:

R
s(2,y) = u(@) ty) = 3 ur(@)t ).
r=1

Obiekty = oraz y sa reprezentowane odpowiednio poprzez R-wymiarowy model u oraz t. Zauwazmy, ze
powyzsze sformulowanie jest bardzo ogélne i spotykane w wielu problemach. Na przyktad w faktoryzacji
macierzy R odpowiada rzedowi macierzy uzytej do dekompozycji oryginalnej macierzy. W problemie
klasyfikacji wieloetykietowej R odpowiada liczbie cech, a s(x, y) predykeji dla danej etykiety. W problemie
wyszukiwania najblizszych sasiadéw x oraz y pochodza z tej samej dziedziny o wymiarze R.

Udalo nam sie wykazaé, ze algorytm progowy jest nadal optymalny dla kazdej instancji problemu
(ang. instance optimal) w przypadku separowalnych relacyjnych modeli linowych. Ten rodzaj optymal-
nosci oznacza, ze dla kazdej instancji problemu nie ma innego dokladnego algorytmu o nizszej ztozonosci
czasowe]j (z doktadnoscia do stalej). Ponadto wyniki eksperymentalne wskazuja, ze jest to wlasciwe po-
dejscie do doktadnego wyszukiwania k najlepszych odpowiedzi. Niestety, w przypadku bardzo duzych
przestrzeni wyj$é konieczne jest wykorzystanie algorytmoéow przyblizonych.

5 Omoéwienie pozostalych osiggnieé naukowo-badawczych
5.1 Modele regutowe

Problem indukcji regul decyzyjnych odgrywa wazna role w uczeniu maszynowym. Gléwna zaleta regul
decyzyjnych jest ich prostota oraz tatwo interpretowana przez cztowieka postaé¢. Ponadto pozwalaja one
na modelowanie zlozonych zaleznosci pomiedzy cechami. Kontynuujac badania bedace gléwna czescia
mojej pracy doktorskiej, zaproponowaliSmy oraz doktadnie przeanalizowaliémy algorytm indukcji regut
decyzyjnych o nazwie ENDER (Dembczyniski i inni, 2010¢). Algorytm ten jest dostosowany zaréwno do
problemu regresji jak i klasyfikacji binarnej. Wykorzystuje do uczenia podejscie zwiekszania gradientu
(ang. gradient boosting), ktore moze by¢ traktowane jako uogoélnienie sekwencyjnego pokrywania, beda-
cego najbardziej popularnym podejsciem wykorzystywanym do uczenia si¢ regut. W pracy rozwazaliSmy
rozne funkcje straty oraz algorytmy ich minimalizacji. Dzieki temu udato nam sie wyprowadzi¢ cztery
miary czystosci regul, ktoére stuza do sterowania procesem konstrukeji pojedynczej reguly. Przeanali-
zowaliSmy te miary pod katem przetargu pomiedzy trafnoscia predykeji (dyskryminacja) a pokryciem
reguly. WykazaliSmy w eksperymencie obliczeniowym, ze zaproponowany algorytm jest konkurencyjny
do innych dobrze znanych algorytmow indukeji regut, takich jak SLIPPER, LRI czy RuleFit. W (Demb-
czyniski i inni, 2010b) omoéwilismy dokladnie réznice pomiedzy sekwencyjnym pokrywaniem a podej$ciem
zwickszania gradientu. W (Dembczyriski i inni, 2010d) rozpatrzylisémy dwa modele regutowe zastosowane
do problemu rangowania. Pierwszy model wykorzystuje funkcje uzytecznosci, ktora przypisuje wartosé
uzytecznosci do kazdego pojedynczego obiektu. Drugi model bazuje na funkcji preferencji zdefiniowane;j
na parach obiektow. Podczas predykcji otrzymane preferencje na parach sa w kolejnym kroku przeksztal-
cane do porzadku linowego.

5.2 Zlozone miary trafnosci predykcji

W Kklasyfikacji wieloetykietowej ze wzgledu na wielowymiarowos$é¢ zmiennej wyjsciowej w naturalny spo-
sOb pojawiaja sie zlozone funkcje straty. Réwniez w standardowych problemach uczenia maszynowego,

Autoreferat dotyczqcy osiggnieé naukowych 14/20



takich jak klasyfikacja binarna, mozemy rozwazaé problem optymalizacji ztozonych miar trafnosci pre-
dykcji. Standardowa funkcja straty jest zdefiniowana dla pojedynczego przyktadu i etykiety. Ztozone
miary sa natomiast obliczane na zbiorze przyktadow i/lub etykiet. Nie moga one zosta¢ w prosty spo-
s6b roztozone na sktadowe odnoszace sie do pojedynczych przypadkéw i/lub etykiet. Na przyklad miara
Fs w problemach klasyfikacji binarnej jest obliczana na calym zbiorze testowym. Jej wartos¢ nie moze
zosta¢ wyrazona jako srednia strata na pojedynczych przyktadach testowych. Poniewaz algorytmy na-
uczone dla jednej funkcji straty moga byé¢ dowolnie stabe ze wzgledu na inng funkcje straty, wydaje sie
uzasadnione opracowanie algorytméw odpowiednio przystosowanych dla konkretnej (wybranej) funkeji
straty. W tym celu warto przeprowadzi¢ analize teoretyczna miar trafnosci predykeji z punktu widzenia
ich optymalizacji i wlasnosci statystycznych.

W pracy (Kottowski i inni, 2011) dokladnie przeanalizowaliémy problem dwudzielnego rankingu
(ang. bipartite ranking), w ktorym przyklady pozytywne nalezy uporzadkowaé powyzej przyktadow nega-
tywnych. Typowa funkcja straty w tym problemie jest btad rangowy zdefiniowany na parach przyktaddow.
Wykazalismy, ze ten blad moze by¢ minimalizowany poprzez zastepcza funkcje straty zdefiniowana na
pojedynczych przykladach, np. poprzez strate logistyczng lub wykltadnicza. Gtéwny wynik tej pracy do-
tyczyl ograniczenia zalu bltedu rangowego poprzez zal funkcji zastepczej. Ten wynik byt dalej przez nas
wykorzystany w analizie btedu rangowego w problemie klasyfikacji wieloetykietowej, omoéwionej powyzej
w opisie gloéwnego osiggniecia naukowego.

Wyniki dla klasyfikacji wieloetykietowej dla roznych funkcji straty zostaly przez nas otrzymane w
ramach tzw. podejscia teorio-decyzyjnego, w ktorym zaktadamy, ze zbidr testowy jest staly i skoriczony
(np. zbior etykiet dla danego przyktadu). Natomiast tzw. podejscie populacyjne definiuje ztozone miary
trafnosci predykcji za pomoca wielkosci populacyjnych. Dla tego drugiego podejscia przeanalizowalismy w
pracach (Kottowski i Dembczynski, 2015, 2017) szeroka rodzine funkeji liniowo-utamkowych, zdefiniowana
na macierzy pomylek (przykladami takich funkcji jest miara Fj, wspolczynnik Jaccarda oraz wiele
innych popularnych miar). Analiza ta dotyczyla dwuetapowej procedury, w ktorej najpierw uczona jest
funkcja rzeczywista poprzez minimalizacje na zbiorze uczacym btedu zastepczego dla klasyfikacji binarnej
(takiego jak btad kwadratowy, logistyczny lub wykladniczy), a nastepnie strojony jest prog na osobnym
zbiorze walidacyjnym poprzez bezposrednia optymalizacje danej miary trafnosci predykcji. Udalo nam
sie pokazac¢, ze zal tak otrzymanego klasyfikatora ze wzgledu na dana miare trafnosci predykcji jest
ograniczony od gory poprzez zal zastepczej funkcji straty. Te wyniki byly nastepnie przez nas rozszerzone
do mikro i makro usrednionych miar trafnosci predykcji uzywanych w klasyfikacji wieloetykietowe;.

W ostatniej pracy (Dembczyniski i inni, 2017) udalo nam sie doktadnie scharakteryzowaé dla klasy-
fikacji binarnej zwigzek pomiedzy podej$ciem teorio-decyzyjnym a podej$ciem populacyjnym i wykazac
ich asymptotyczng réwnowaznosé. Ponadto przedstawiliSmy algorytm przyblizony dla podejscia teorio-
decyzyjnego, ktorego ztozonosé czasowa jest quasi-liniowa ze wzgledu na liczbe przyktadéow testowych.
Wezeéniejsze algorytmy wymagaly czasu kwadratowego lub szeSciennego.

5.3 Klasyfikacja monotoniczna

W ostatnich latach problem konstrukcji modeli predykcyjnych, ktére sa monotoniczne wzgledem wartosci
cech, zyskal na znaczeniu zaréwno w uczeniu maszynowym, jak i w badaniach operacyjnych. Trudnosé w
zapewnieniu monotonicznosci wzrasta wraz ze zlozono$cig trenowanego modelu. Jest to proste zadanie
dla modeli liniowych, troche bardziej ztozone w przypadku modeli odcinkami liniowych i regutowych,
jednak bardzo trudne dla ogoélnej klasy modeli nieliniowych. W pracach (Fallah i inni, 2011, 2012) za-
proponowalismy wykorzystanie tzw. catki Choqueta do konstrukcji monotonicznych modeli nieliniowych.
Choé¢ powszechnie stosowana jako operator agregacji w roznych dziedzinach, np. w wielokryterialnym
wspomaganiu decyzji, catka Choqueta jest bardzo malto znana w uczeniu maszynowym. Oprocz lacze-
nia ze soba takich wtasnosci jak monotonicznosé oraz elastyczno$é w elegancki matematyczny sposob,
charakteryzuje sie ona réwniez dodatkowymi wtasnodciami atrakcyjnymi z punktu widzenia uczenia ma-
szynowego. W szczegdlnosci pozwala na okreslenie w sposob ilosciowy waznosci pojedynczych cech oraz
wspolzaleznosci pomiedzy grupami cech. Naszym gléwnym wynikiem byto zaproponowanie uogélnienia
regresji logistycznej, nazwanego regresjq chogistyczng (ang. choquistic regression), w ktérym model li-
niowy zostal zastapiony poprzez catke Choqueta. Wyniki eksperymentalne wykazaly, ze zaproponowana
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metoda jest bardzo konkurencyjna w poréwnaniu z istniejacymi algorytmami klasyfikacji monotoniczne;.

5.4 Predykcja wielu wyjsé

Oprocz prac dotyczacych klasyfikacji wieloetykietowej stanowiacych gléwne osiggniecie naukowe, bratem
rowniez udzial w badaniach nad réznymi jej odmianami. W pracy (Cheng i inni, 2010a) zdefiniowali-
$my problem porzadkowej klasyfikacji wieloetykietowej (ang. graded multi-label classification), w ktorej
zamiast binarnych odpowiedzi mozliwe jest udzielenie odpowiedzi na skali porzadkowej, okreslajacej sto-
pien przynaleznosci do danej klasy. To rozszerzenie jest motywowane praktycznymi zastosowaniami, w
ktorych stopniowana lub czesciowa przynalezno$é do klasy jest naturalna. Ten problem moze by¢ takze
spostrzegany jako przyktad predykcji z wieloma wyjsciami, w ktorym kazde wyjscie jest zdefiniowane
na skali porzadkowej. Zaproponowaliémy dwa podejscia do rozwigzania tego problemu, ktére polegaja
na jego redukcji to standardowego problemu klasyfikacji wieloetykietowej. Ponadto rozwazaliSmy rézne
sposoby mierzenia trafnosci predykcji w tym problemie.

W pracy (Cheng i inni, 2010b) zaproponowali$my dwie nowe metody rozwiazujace problem rango-
wania etykiet (ang. label ranking). W tym problemie predykcja ma posta¢ porzadku zupelnego zdefi-
niowanego na etykietach. Obie zaproponowane metody bazuja na probabilistycznym modelu rangowym
Placketa-Luce’a. Pierwsza metoda dopasowuje model lokalny oparty na podejéciu najblizszych sasiadéw.
Druga metoda konstruuje model globalny, ktérego parametry sa reprezentowane jako funkcje obserwa-
cji. Poréwnujac te dwie metody z poprzednimi podej$ciami, zauwazyliSmy ze oferuja one wiele zalet, na
przykltad mozliwe jest uczenie na podstawie niepelnej informacji o uporzadkowaniu etykiet. Ponadto w
eksperymencie obliczeniowym pokazalidémy, ze zaproponowane metody uzyskuja bardzo konkurencyjne
wyniki.

W celu pokazania praktycznego znaczenia naszych badan nad klasyfikacjg wieloetykietowa ze ztozo-
nymi miarami trafnosci predykcji, wzielismy udzial w konkursie dotyczacym eksploracji danych zorgani-
zowanym na konferencji Joint Rough Symposium w 2012 roku. Konkurs dotyczyt klasyfikacji tematyczne;j
artykutéw naukowych z zakresu medycyny. Do oceny przestanych rozwigzan wykorzystana zostata mia-
ra F). Nasze rozwigzanie bazujace na algorytmach PCC i GFM zajelo drugie miejsce. Dokladny opis
algorytmoéw i trikow zastosowanych przez nas w tym konkursie zostal opisany w pracy (Cheng i inni,
2012).

5.5 Estymacja czaséw przyjazdéw w duzej sieci drogowej

We wspolpracy z firma NaviExpert, dostarczajacej mobilny system nawigacji samochodowej, rozwazali-
$my problem estymacji czaséw przejazdow w duzej sieci drogowej. W pracy (Dembeczyiiski i inni, 2013b)
rozwiazaliSmy ten problem wykorzystujac podejscie bazujace na faktoryzacji (rozktadzie) macierzy, ktore
jest popularnym narzedziem stosowanych w systemach rekomendacyjnych. Jako macierz wejéciowa przy-
jeliSmy macierz czaséow przejazdéw, w ktoérej wiersze odpowiadaja krétkim odcinkom drogi, a kolumny
15-minutowym przedzialom czasowym na jakie zostal podzielony tydzieri. Nastepnie poprzez zastosowa-
nie faktoryzacji macierzy otrzymali$my ukryty model cech w postaci dwoch niskowymiarowych macierzy,
ktorych iloczyn daje przyblizenie macierzy wejsciowej. Otrzymany model charakteryzuje sie kilkoma po-
zadanymi cechami. Zamiast przechowywania pelnej macierzy wejsciowej wystarczy zapisa¢ jedynie dwie
niskowymiarowe macierze. Estymata czasu przejazdu na danym odcinku drogi i w danym przedziale cza-
sowym moze by¢ szybko policzona poprzez pomnozenie odpowiedniego wiersza i kolumny tych macierzy.
Ponadto, ukryte cechy otrzymane w wyniku faktoryzacji macierzy dostarczaja dodatkowych informacji na
temat analizowanego problemu. Eksperyment przeprowadzony na duzym zbiorze danych rzeczywistych
pokazal, ze zaproponowane podejscie jest lepsze od innych modeli szacowania czasu podrézy uzytych w
badaniu.

W pracy (Gawel i inni, 2012b) zajmowaliémy sie problemem zaburzenia estymacji czasu podrozy
spowodowanego przez nietypows sytuacje, taka jak nieoczekiwany korek wynikajacy z wypadku samo-
chodowego lub awarii drogowej. Zaproponowany przez nas model sklada sie z dwoch komponentow,
statycznego i dynamicznego. Pierwszy z nich odpowiedzialny jest za predykcje dtugoterminowe, nato-
miast drugi za predykcje kréotkoterminowe. Przetarg pomiedzy obydwoma komponentami jest uzyskiwany
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poprzez model regresji liniowej uczony na najnowszych obserwacjach dotyczacych ruchu pojazdéw. W
pracach (Dembczyniski i inni, 2012a) oraz (Gawel i inni, 2012a) zostala przez nas szczegélowo omo-
wiona technologia community traffic wykorzystywana przez firme NaviExpert. Technologia ta pozwala
na wspolprace spotecznosci uzytkownikow systemu w celu poprawy jakosci podrézowania. Nasze prace
podkreslaja, ze estymacja czasu podroézy, a takze optymalizacja proponowanych tras, moze by¢ istotnie
poprawiona poprzez zbieranie informacji od cztonkdéw spotecznosci. Ponadto, bazujac na informacji przy-
chodzacej od uzytkownikow systemu mozliwe jest szybkie zlokalizowanie przeszkod drogowych. W tym
celu moze zosta¢ wykorzystane bezposrednie wysylanie informacji o sytuacji drogowej. Do prawidtowego
oszacowania prawdopodobieristwa wystapienia zgloszonej sytuacji drogowej mozna wykorzystaé¢ dwa po-
dejscia. Pierwsze polega na wykorzystaniu zwyktego glosowania, natomiast drugie wykorzystuje algorytm
EM (ang. exzpectation-mazimization), ktory pozwala takze na oszacowanie wiarygodnosci uzytkownikow
zglaszajacych sytuacje drogowe.

5.6 Klasyfikacja wiarogodna

Podczas stazu podoktorskiego na Uniwersytecie w Marburgu wspotpracowatem miedzy innymi z grupa
prowadzona przez prof. Donner-Banzhoffa z Wydziatu Medycy Rodzinnej. Gléwnym celem tej wspotpra-
cy byta analiza bazy danych 1199 pacjentow uskarzajacych sie na bole w klatce piersiowej. Informacje
na temat tych pacjentow zostaly zebrane na podstawie badan diagnostycznych z 74 placowek opieki
podstawowej. Lekarze ogolni przeprowadzili podstawowy wywiad lekarski oraz standardowe badania me-
dyczne. Zanotowali oni takze wstepna diagnoze i zalecone leczenie dotyczace boléw w klatce piersiowe;.
W analizie opublikowanej w pracy (Hirsch i inni, 2011) wykorzystali$my wielowymiarowe metody staty-
styczne, takie jak analiza korespondencji, wielowymiarowe skalowanie, analiza skupieri oraz mapy ciepta,
do identyfikacji najwazniejszych cech oraz to wyodrebnienia grup pacjentow. Co ciekawe, analiza skupien
nie znalazlta zadnych wyraznie wyodrebnionych grup pacjentéw. Jako gléwny wniosek z przeprowadzone;j
analizy wykazaliSmy, ze bol w klatce piersiowej jest heterogeniczng kategoria medyczna bez sp6jnych
powiazan pomiedzy objawami na poziomie pacjenta.

W ramach kontynuacji powyzszej wspoélpracy podjeliémy badania dotyczace wlasciwej reprezentacji
niepewnodci zwigzanej z predykcja w dziedzinach o szczegélnym poziomie bezpieczenstwa, takich jak
diagnostyka medyczna. Metody probabilistyczne sg czesto wykorzystywane do modelowania niepewno-
$ci, jednakze nie rozro6zniaja one jej dwoch bardzo odmiennych rodzajéw: niepewnosci aleatorystycznej,
ktora wynika ze zmiennosci statystycznej i ma typowa losowa nature, oraz niepewnosci epistemicznej,
ktora wynika z braku wiedzy. W pracy (Senge i inni, 2014) zaproponowalismy metode klasyfikacji wia-
rogodnej (ang. reliable classification), ktora nie tylko przypisuje etykiete do przyktadu, ale takze jest w
stanie wskazaé ilo$ciowo dwa wyzej wymienione Zrédta niepewnosci. Metoda ta, pomimo ze jest mocno
osadzona w teorii prawdopodobieristwa i statystyce, zostata sformalizowana z wykorzystaniem rozmytych
relacji preferencji. Uzyteczno$¢ zaproponowanego podej$cia udato nam sie wykazaé w eksperymencie ob-
liczeniowym na wyzej wspomnianym zbiorze danych dotyczacym pacjentéw z bélem w klatce piersiowe;.
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