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4 Wskazanie osiagniecia naukowego

4.1 Tytul osiagniecia naukowego

Algorytmy optymalne w sensie kryterium zalu w teorii przyrostowego uczenia sie i statystycznej teorii
uczenia sie.
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4.3 Omoéwienie osiagniecia naukowego

Uczenie maszynowe, dyscyplina sztucznej inteligencji zajmujaca sie projektowaniem systemdédw uczgcych
sie wykonywa¢ zadania na podstawie danych, osiagneta w ostatnich latach znaczace sukcesy w wielu
dziedzinach nauki, technologii i przemystu. Kluczem do zrozumienia ostatnich osiagnie¢ w tej dziedzinie
jest matematyczna teoria dotyczaca uczenia sie z danych, nazywana teoriq uczenia sie. Teoria ta dostarcza
odpowiedniego jezyka i narzedzi, ktére pozwalaja nam analizowac algorytmy uczace sie, lepiej zrozumieé
ich dziatanie i ograniczenia, a takze projektowac algorytmy gwarantujace ich optymalng wydajnos¢.

Teoria uczenia sie dotyczy problemow predykcyjnych, ktére moga by¢ opisane jako gra pomiedzy algo-
rytmem uczacym sie a sSrodowiskiem [Cesa-Bianchi i Lugosi, 2006]. W danej chwili czasowej ¢t = 1,2, ...,
algorytm uczacy sie (zwany réwniez strategiq predykcyjng) otrzymuje pewngq informacje wejsciowq z; €
X i dokonuje predykeji (akeji) p; € A dotyczacej nieznanego wyjscia y; € ), bazujac na z; i uprzednio za-
obserwowanych danych (z1,41), ..., (zt—1,¥¢—1), przy czym przez X,) i A oznaczyliSmy tu, odpowied-
nio, przestrzen wejs¢, przestrzen wyjs¢ oraz przestrzen predykcji/akcji. Nastepnie srodowisko ujawnia
warto$¢ na wyjsciu y; i algorytm karany jest stratq (loss) ¢(y., p;) wyznaczang za pomoca funkcji straty
£: Y x A — R, mierzacej jakos¢ predykeji. Celem algorytmu jest dziatanie obarczone niewielka wartoscia
straty. Jako$¢ algorytmu mierzona jest zwykle wzgledem pewnego punktu odniesienia, ktérym jest refe-
rencyjna rodzina strategii predykcyjnych! F, przy czym réznica pomiedzy stratg otrzymana przez algorytm
a najmniejsza stratg otrzymang przez jedna ze strategii z rodziny F nazywana jest, uzywajac jezyka teorii
gier, zalem (regret). Przykladowo, w problemie regresji liniowej A = ) = R, X = R", dane wyjsciowe x;
sq wektorami cech x; € R", strata mierzona jest za pomoca btedu kwadratowego £(y;, p;) = (y: — pr)?,
a F jest rodzing wszystkich funkcji liniowych postaci f(z) = w '« dla pewnego wektora wag (wspot-
czynnikéw) w € R™. Predykcja algorytmu p; = f;(x;) rOwniez otrzymywana jest przez jedng z funkcja
liniowych f; € F, a celem jest uzyskanie wartosci straty niewiele wiekszej od wartosci straty najlepszej
funkcji liniowej.

IReferencyjna rodzina strategii predykcyjnych jest w statystyce czesto nazywana modelem lub klasq modeli.
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Istniejg dwa warianty teorii uczenia sie z danych. Statystyczna teoria uczenia si¢ [Devroye i inni,
1996; Vapnik, 1998] zaklada, ze dane (obserwacje) (x1,y1), (x2,42), ... sa generowane w sposdb nieza-
lezny i pochodzg z tego samego (nieznanego) rozkladu prawdopodobienstwa P(z,y). Algorytm uczacy
si¢ oceniany jest wtedy za pomoca oczekiwanej wartosci straty E,, ., ~p [£(y:, Pr(x¢))], a zal? algorytmu
jest réznicg miedzy jego oczekiwang wartoscia straty a oczekiwang wartoscig straty najlepszej strategii
predykeyjnej z rodziny F. Efektywny algorytm uczacy sie powinien uzyskiwaé warto$¢ zalu bliska zeru,
gdy liczba obserwacji ¢ jest odpowiednio duza, niezaleznie od charakteru rozktadu generujacego dane.

Drugi z wariantdw, teoria przyrostowego uczenia si¢ [Cesa-Bianchi i Lugosi, 2006; Shalev-Shwartz,
2012], nie naktada zadnych stochastycznych zalozen na srodowisko generujace dane, uzywajac do ana-
lizy algorytmoéw jezyka teorii gier iterowanych. Uczenie przyrostowe zajmuje sie sekwencyjnymi proble-
mami predykcyjnymi, dotyczacymi algorytmow iteracyjnie podejmujacych akcje (predykcje) na podstawie
naplywajacych sekwencyjnie danych. Catkowita jakos¢ predykcji algorytmu mierzy sie za pomoca suma-
rycznej wartosci straty na pelnej sekwencji danych i poréwnuje sie ja do sumarycznej wartosci straty
najlepszej (z perspektywy czasu) strategii predykcyjnej z rodziny F. Réznice miedzy tymi warto$ciami
nazywa sie zalem. Celem algorytmu jest minimalizacja zalu na kazdej sekwencji danych. Poniewaz defi-
nicja zalu oparta jest tu na skumulowanych wartosciach straty, efektywny algorytm uczacy sie powinien
gwarantowac zal rosnacy subliniowo z liczba obserwacji ¢ dla kazdej sekwencji danych (co oznacza, ze
zal na iteracje zbiega do zera). Co ciekawe, teoria przyrostowego uczenia si¢ nie naktada Zadnych zatozen
na naplywajace dane: moga one mie¢ nature stochastyczng, by¢ wynikiem deterministycznego procesu,
lub wrecz by¢ preparowanymi przez przeciwnika.

W obu wariantach teorii uczenia sie zal okresla wiec suboptymalnosé: w jakim stopniu optymalna ak-
cja, ktéra moglaby by¢ podjeta (gdyby wszystkie dane lub ich rozktad bylyby znane zawczasu), i akcja,
ktoéra faktycznie zostata podjeta, réznig sie w sensie wartosci straty? Jesli problem predykeyjny nie jest
trywialny to zadna strategia predykcyjna nie zagwarantuje zerowej wartosci zalu w najgorszym przypad-
ku. Nasuwa sie wiec pytanie: jaka najmniejsza warto$¢ zalu mozna zagwarantowac i jakie algorytmu taka
gwarancje posiadaja?

Celem niniejszego cyklu publikacji jest analiza teoretyczna i konstrukcja algorytméw uczacych sie
z optymalnymi gwarancjami zalu. Wiekszos$¢ wynikow zaprezentowana jest w ramach teorii przyrostowe-
go uczenia sie, bez nakladania stochastycznych zalozen na obserwowane dane. W niektérych przypad-
kach odwotujemy sie do statystycznej teorii uczenia sie aby otrzymac ograniczenia na zal.

Omoéwienie celéw naukowych i wynikéw prac wchodzacych w sktad prezentowanego cyklu zostanie
podzielone na sze$¢ nastepujacych czesci:

Przyrostowe uczenie sie w modelu predykcji z pomocq ekspertéw ([Ag], [A11]).
Przyrostowe uczenie sie z logarytmiczna funkcja straty ([A1], [A2], [As], [46]).
Przyrostowe uczenie sie macierzy ([A4], [A7], [A9]).

Przyrostowe uczenie sie¢ niezmiennicze wzgledem skali ([A13]).

Uczenie sie funkcji monotonicznych ([As], [A10]).
Redukcje zalu w klasyfikacji binarnej ([A412]).

A T o e

Pokazemy ze réznice miedzy tym czesciami sprowadzaja sie tylko do konkretnego wyboru elemen-
téw definiujacych problem predykcyjny: przestrzeni akcji, wejs¢ i wyjs¢, referencyjnej rodziny strategii
predykeyjnych oraz funkcji straty.

4.3.1 Predykcja z pomoca ekspertéow

Zaczniemy od sekwencyjnego procesu predykcyjnego nazywanego predykcjq z pomocq ekspertéw (predic-
tion with expert advice) [Cesa-Bianchi i inni, 1997; Cesa-Bianchi i Lugosi, 2006]). Problem ten, pomimo
swojej prostoty, stanowi podstawe teorii przyrostowego uczenia sie i prowadzi do licznych zastosowan
praktycznych, takich jak zadanie wyboru najlepszego klasyfikatora [Zamani i inni, 2016], przyrostowy
problem wyboru najkrétszej Sciezki [Kalai i Vempala, 2005], analiza szeregéw czasowych [Dashevskiy i
Luo, 2011], strategie w grach [V’yugin, 2015] i wiele innych.

2 W literaturze statystycznej, zal w tym wypadku czesto nazywany jest nadwyzkq ryzyka.

Autoreferat 3/24



Celem algorytmu jest predykcja sekwencji na wyjsciu y1.0 = w1,...,yr € Y. W kazdej iteracji
t=1,2,...,T, algorytm ma dostep do K ekspertéw, proponujacych swoje wlasne predykcje = 1,. ..,z k
nieznanej wartosci wyjsciowej y;. Algorytm wybiera, zwykle niedeterministycznie, jednego z ekspertéw,
oznaczonego przez k;. Akcje algorytmu mozna reprezentowac wiec w postaci wektora prawdopodobieristw
na zbiorze {1,..., K}, B, = (Be1, .. Pe) (przy czym Py > 0 dla wszystkich & i ;| pyx = 1), zgod-
nie z ktérym okreslany jest wybor eksperta: k; ~ p,; przestrzen akcji A jest wiec zbiorem rozktadéw
prawdopodobienistw na K elementach. Nastepnie srodowisko ujawnia y, i kazdy ekspert karany jest stra-
ta €y = {(y:, x¢ 1), Nnatomiast algorytm karany jest strata wybranego eksperta: ¢, ;,. W ramach analizy
problemy bedziemy zainteresowani oczekiwanq wartosciq straty algorytmu (ze wzgledu na wewnetrzng
randomizacje algorytmu), wyrazona jako E = Zszl Deilek = ﬁ:ﬁt, gdzie £, = (4 1,. .., 4 i) jest wekto-
rem straty ekspertow w chwili ¢. Zalozymy, ze maksymalna wielko$¢ straty jest ograniczona, dla prostoty
przyjmujac ¢, ;, € [0, 1] dla dowolnych ¢, k. Poniewaz konkretna forma predykeji ekspertéw i wartosci na
wyjéciu nie sg istotne dla dalszej analizy, bedziemy rozwazali wylacznie wektory strat £; i akcje algorytmu
p,. Niech LT = Zt 1 Et oznacza sumaryczna strate algorytmu, a Ly, = Zf 1 e, K=1,..., K, oznacza
sumaryczne straty ekspertéw. Jakos¢ algorytmu bedzie mierzona za pomoca zalu:

R(p; £1.7) = L1 — pmin Lty =Lt — Ly,
zdefiniowanego jako réznica pomiedzy sumaryczng stratg algorytmu i stratg najlepszego z ekspertow
z perspektywy czasu (tzn. po ujawnieniu petnej sekwencji danych) L% = ming— g L7 . Tym samym,
jako referencyjng rodzine strategii predykcyjnych F wybralismy zbiér K ekspertow. Celem algorytmu jest
uzyskanie niewielkiej wartosci zalu (subliniowego z T) dla dowolnej sekwencji wektoréw strat.

Najprostsza metoda predykcji jest algorytm Follow the Leader (FL, ,podazaj za najlepszym”), ktéry
w danej chwili ¢ wybiera eksperta z aktualnie najmniejsza sumaryczng strata. Niestety, zal metody FL
moze rosna¢ liniowo z LY. (a tym samym z 7T'), co oznacza porazke procesu uczenia sie. Problemu tego
mozna jednak unikng¢ stosujac metode Weighted Majority lub jej stratyfikowang wersje Hedge [Little-
stone i Warmuth, 1994; Freund i Schapire, 1997], w ktérych, w chwili ¢, k-ty ekspert wybierany jest
z prawdopodobienistwem proporcjonalnym do wyktadniczej wagi exp(—nL;_; %) dla pewnej dodatniej
szybkosci uczenia 7. Przy odpowiednim dostrojeniu wartosci 7, algorytm Hedge gwarantuje subliniowy zal
O(y/L} log K + log K), co okazuje sie warto$cig optymalng [Cesa-Bianchi i inni, 1997].

FL z perturbacja typu dropout. [Ag] Istnieje alternatywna do algorytmu Hedge metoda osiagajaca subli-
niowy zal: dodaj do sumarycznej straty kazdego z ekspertéw losowgq perturbacje i uzyj strategii FL na tak
zaburzonych stratach: k;, = argmin, {L;_1 ; + &1}, gdzie losowe perturbacje §;_; 5 sa niezalezne dla
kazdego z ekspertow. Ten przepis definiuje ogdlna klase metod nazywanych Follow the Perturbed Leader
(FPL) [Hannan, 1957; Kalai i Vempala, 2005]. Losujac perturbacje z rozkltadu wyktadniczego z odpo-
wiednio dostrojonym parametrem (jako funkcja L% lub T'), uzyskujemy algorytm réwniez gwarantujacy
optymalny zal O(/L} log K + log K).

W pracy zaproponowali$my algorytm z klasy FPL, w ktérym, zamiast dodawac¢ perturbacje do suma-
rycznej straty, losowo zaburzamy wektor strat w kazdej iteracji za pomoca procedury nazwanej przez nas
BDP (binarized dropout perturbation): dla dowolnego « € (0, 1), zaburzenie straty ¢, ;, definiujemy jako:

7 1 z prawdopodobienstwem (1 — «)¢y i,
b 0 w przeciwnym przypadku.

Niech Et, k= 22:1 Ek oznacza sumaryczng zaburzona w ten sposob strate k-tego eksperta na pierwszych
t obserwacjach. W chwili ¢, algorytm BDP wybiera: k; = arg min,, th,k, losowo rozwiazujac potencjalne
remisy. Algorytm ten jest bardzo prosty koncepcyjnie i wyjatkowo tatwy do implementacji. Co ciekawe,
uzywana przez nas perturbacja okazuje sie podobna do tej stosowanej w technice dropout uczenia sieci
neuronowych [Hinton i inni, 2012]. Co zaskakujace, ten prosty algorytm uzyskuje ta sama, optymalng
gwarancje na zal dla dowolnej wartosci parametru « € (0,1) (bez konieczno$ci strojenia), réwnoczesnie
dla danych najgorszego przypadku i danych losowanych niezaleznie z rozkladu prawdopodobienstwa:
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Twierdzenie 1 ([A4g], twierdzenia 3.1 i 4.1) Dla dowolnego a € (0, 1), algorytm BDP zapewnia:

R(p; €1.7) = O(\/W—i— log K),

co jest optymalne z doktadnosciq do statej. Gdy wektory straty losowane sq niezaleznie z tego samego rozktadu
i oczekiwana strata najlepszego eksperta jest scisle mniejsza od oczekiwanych strat pozostatych ekspertow,
zal algorytmu BDP redukuje sie do O(log K), réwniez optymalnego z doktadnosciq do statej.

Wiekszos¢ algorytméw uczacych sie posiada parametry, ktére muszg by¢é uwaznie dostrojone, aby osia-
gnac¢ dobre gwarancje na zal. Aby osiagnac te gwarancje réwnoczesnie dla danych najgorszego przypad-
ku i danych stochastycznych, trzeba uzy¢ jeszcze bardziej ztozonych metod strojenia, a otrzymane w ten
sposéb metody predykeji sa nadmiernie skomplikowane. Co zaskakujace, nasza metoda osigga optymalne
gwarancje w obu przypadkach bez jakiegokolwiek strojenia parametréw.

Algorytm FL dla danych stochastycznych. [A;1] Problem predykcji z pomoca ekspertéw nie naklada
zadnych zalozen na dane, a celem jest minimalizacja zalu dla najtrudniejszej sekwencji. Strategia osia-
gajaca minimum zalu w najgorszym przypadku nazywana jest strategia minimaksowq. Jest ona odporna
nawet na najtrudniejsze dane, ale réwniez nadmiernie konserwatywna, gdyz nie wykorzystuje sytuacji
w ktérych naptywajace dane sg znacznie tatwiejsze do przewidywania. W naszej pracy staralismy sie zna-
lez¢ strategie minimaksowa w bardziej ograniczonym przypadku, gdy dane majq nature stochastyczng.
W szczegdlnosci, zatozyliSmy, ze straty kazdego z ekspertéw generowane sa niezaleznie z (nieznanego)
rozktadow Py, k = 1,..., K. Poniewaz (oczekiwany) zal nie jest jedyna mozliwa miarg jakosci predykcji
w przypadku stochastycznym, rozwazyliSmy rowniez dwie inne miary: oczekiwang redundancje (expected
redundancy) oraz nadwyzke ryzyka (excess risk).

W celu znalezienia strategii minimaksowej, zdefiniowaliSmy pojecie niezmienniczosci permutacyjnej
algorytmdéw, ktére mowi, ze algorytm nie bierze pod uwage indekséw (numerdw) ekspertédw, a jedynie
wartos$ci ich strat. Jest to bardzo naturalny warunek, spelniany zasadniczo przez wszystkie sensowne
strategie predykcyjne (udowodniliSmy, ze jesli strategia nie spelnia tego warunku, to mozna utworzy¢
jej niezmienniczg permutacyjnie wersje, ktéra jest scisle lepsza w najgorszym przypadku). Gléwnym,
zaskakujacym wynikiem pracy jest pokazanie, ze prosty algorytm FL jest algorytmem minimaksowym (w
bardzo silnym sensie) dla wszystkich trzech rozwazanych miar jakosci przy binarnych wektorach strat:

Twierdzenie 2 ([A11], wniosek 1) Dla dowolnych rozktadéw Pi, ..., Pk na binarnych stratach (), €
{0, 1}, strategia FL ma najmniejszy oczekiwany zal, redundancje i nadwyzke ryzyka sposrod wszystkich stra-
tegii niezmienniczych permutacyjnie. Implikuje to minimaksowos¢ strategii FL ze wzgledu na powyzsze miary.

Pokazalismy réwniez, ze dla ciggtych wartosci strat w przedziale [0, 1], strategia FL nie jest minimaksowa;
wlasnos¢ te posiada natomiast jej modyfikacja, zbinaryzowana strategia FL ([A11], twierdzenie 3).

4.3.2 Przyrostowe uczenie sie z logarytmiczna funkcja straty

Motywacja do badania logarytmicznej funkcji straty jest fundamentalna réwnowazno$¢ problem predykeji
z tg funkcjq straty i problemu kompresji danych [Rissanen, 1984; Griinwald, 2007]: strategia predykcyjna
z niewielkim zalem moze zosta¢ uzyta jako metoda kompresji danych z niewielkg nadwyzka dtugosci ko-
du, i odwrotnie. Zainteresowanie tym problemem siega prac Kolmogorowa [1965] i Sotomonowa [1964],
i ma bezposrednie zastosowanie, poza wspomniang kompresjg danych, w estymacji gestosci rozkladéw
[Cesa-Bianchi i Lugosi, 2006], grach hazardowych czy analizie finansowej [Cover i Thomas, 1991].

Niech y1.7 = y1,¥2,...,yr € ) bedzie sekwencja danych. W chwili ¢, po zaobserwowaniu y;.;—1 =
Y1,Y2,---,Yi—1, algorytm uczacy sie wybiera rozkltad prawdopodobienistwa na ), oznaczany p; (prze-
strzenia akcji A jest tu wiec zbiér wszystkich rozktadéw prawdopodobienistwa na Y; zauwazmy tez, ze
brak tu informacji wejsciowej x). Nastepnie ujawniane jest y;, a algorytm otrzymuje logarytmiczng stra-
te L(y,pt) = —logp:(y:). Jakos¢ algorytmu na calej sekwencji mierzona jest wzgledem referencyjnej
rodziny F, ktdra jest rodzing rozktadéw na ), za pomocy zalu:

T

T
R yrr) = Y Ly, br) — inf > Uy )
t=1

t=1
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Poniewaz p; jest rozktadem prawdopodobienistwa na ) zaleznym od y;.;_1, moze by¢ interpretowany jako
warunkowy rozktad prawdopodobieristwa y; pod warunkiem y;.;_;. Rozklad tqczny na calej sekwencji y1.1
indukowany z rozkladéw warunkowych ma posta¢ p(y1.7) = H;‘FZI Dt(y+). Zachodni réwniez wlasnosé
odwrotna: kazdy taczny rozktad p na calej sekwencji y;.7 okresla strategie predykcyjna indukowang przez
jego rozklady warunkowe [Cesa-Bianchi i Lugosi, 2006].

Bedziemy rozwazali rodziny strategii F, ktdre sa rodzinami wyktadniczymi rozktadéw. Niech ) bedzie
zbiorem przeliczalnym lub podzbiorem przestrzeni euklidesowej. Definiujemy n-parametrowa rodzine
wykladnicza F = {fy: 6 € © C R"} [Barndorff-Nielsen, 1978] jako rodzine rozktadéw prawdopodobien-
stwa na ) o gestoéciach postaci f(y) = e ¢W—¥@p(y), gdzie funkcja ¢(y) nazywana jest statystykq
dostateczng, h — nosnikiem, a () — logarytmiczng sumgq statystycznq. Zbiér © = {f# € R™ : () < oo}
nazywany jest naturalng przestrzeniq parametrow. Bez straty ogolnosci, zaktadamy ¢(y) = y, tzn. rodzi-
na wyktadnicza jest w postaci naturalnej. Gradient funkcji ¢ (6), oznaczony u(6), jest wektorem wartosci
oczekiwanych y, p(0) = Eg [y], gdzie Ey [-] oznacza wartos¢ oczekiwana wzgledem fy € F. Funkcja ()
jest odwracalna i dlatego pozwala na reparametryzacje rodziny wyktadniczej za pomocg wektora wartosci
oczekiwanych p (parametryzacja wartosciq oczekiwanq). Przyktadami rodzin wyktadniczych sa rozklady
Poissona, geometryczny, wielomianowy, wykladniczy, gamma, beta, Pareto, wielowymiarowe rozkltady
normalne i wiele innych. Bedziemy czesto rozwaza¢ rodziny wykltadnicze F = {fy: 6 € ©¢} ograniczone
do podzbioru przestrzeni parametréw ©, C ©. Powodem jest stosowalnos¢ niektérych naszych wynikéw
tylko do rodzin ograniczonych do wypuklych i zwartych podzbioréw przestrzeni 6, poniewaz bez tego
ograniczenia kazda strategia predykcyjna moze mie¢ nieskoniczony zal juz w pierwszej iteracji.

Jesli horyzont czasowy T' (catkowita dtugosc¢ sekwencji) jest znana, mozna bezposrednio wyznaczy¢
strategie minimaksowa (minimalizujacq zal w najgorszym przypadku). Strategia ta znana jest pod nazwa
Normalized Maximum Likelihood (NML) [Shtarkov, 1987; Rissanen, 1996] i zdefiniowana jako:

~ supser f(y1:1)
Pnml (yl:T) -

- 9]
Jyr supser f(21:r)d2r .. dor

Zadna inna strategia predykcyjna nie bedzie lepsza od strategii NML w najgorszym przypadku. Wiadomo
[Rissanen, 1996; Griinwald, 2007], ze gdy F = {fy9: 0 € ©Op} jest n-parametrowa rodzina wykladni-
czg ograniczong do wypuktego i zwartego Oy, zal strategii NML jest dany w postaci 5 logT + O(1) dla
kazdej sekwencji danych, co wyznacza rowniez minimaksowq warto$¢ zalu. Niestety, NML stuzy raczej
jako optymalny punkt odniesienia niz praktyczna strategia predykcji, poniewaz wymaga znajomosci ho-
ryzontu czasowego T' (co jest bardzo nienaturalnym zatozeniem w wiekszosci zastosowan) i, co gorsza,
obliczenia rozkladu tacznego i wyznaczenia rozktadéw warunkowych, co w ogdlnosci moze mie¢ zlozo-
nos¢ wykladnicza z rozmiarem ). Ponizej przedstawimy jednak strategie predykcyjne z gwarancjami zalu
bardzo bliskimi warto$ci minimaksowej, a jednoczesnie znacznie prostsze obliczeniowo.

Suboptymalnosé strategii plug-in. [A;] Dla rodziny rozkladéw F = {fy: 0 € O}, definiujemy stra-
tegie typu plug-in jako p;(-) = f@ (), dla pewnego estymatora 0, = at(ym—ﬁ- Innymi stowy, strategia
plug-in zawsze przewiduje zgodnie z jednym z rozktadéw z F, wybranym poprzez pewien estymator
parametru b, bedacy funkcja poprzednich obserwacji y1.;_ 1. Najbardziej popularng strategia tego typu
jest strategia najwigkszej wiarygodnosci (Maximum Likelihood, ML), przewidujaca zgodnie z rozkladem,
ktoéry przydziela najwieksze prawdopodobienistwo zaobserwowanym wczesniej danym, tzn. z rozkladem
okreslonym przez estymator najwigkszej wiarygodnosci 0, = arg maxyce, fo(y1:1—1). Zaletg strategii ML
jest jest prostota: wiadomo [Griinwald, 2007], ze estymator najwiekszej wiarygodnosci w parametryzacji
wartosci oczekiwanej jest Srednia arytmetyczna statystyk dostatecznych. Niestety, pokazano [Griinwald i
de Rooij, 2005], ze strategia ML jest suboptymalna, nawet w przypadku gdy dane generowane sg stocha-
stycznie. Postawiono wiec hipoteze badawcza [Griinwald, 2007], czy podobna suboptymalno$¢ dotyczy
wsgystkich strategii typu plug-in. Nasze wyniki pokazaly, ze ta hipoteza jest prawdziwa w najbardziej ogdl-
nym sensie i Zadna strategia typu plug-in nie moge osiqgng¢ optymalnej gwarancji na 2al % logT + O(1),
nawet dla 1-parametrowej rodziny wyktadniczej i danych generowanych stochastycznie:

Twierdzenie 3 ([A41], wniosek 1) Niech F = {fy: 6 € O} bedzie 1-parametrowq rodzing wyktadniczq, a p
dowolnq strategiq plug-in. Dla prawie wszystkich § € © (wszystkich z wyjqtkiem zbioru miary (Lebesgue’a)
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zero), istnieje rogktad prawdopodobieristwa P z Ep [y] = Eg [y] = u(0), taki, ze dla yy, . .., yr ~ P zachodzi:
Ep [R(D; y1.1)] > clog T,

gdzie ¢ > 1/2 moze by¢ dowolnie duze.

Poniewaz optymalna warto$¢ zalu dla n = 1 wynosi 3 logT + O(1), wszystkie strategie plug-in sa sub-
optymalne dla prawie kazdego wyboru parametru p(6); w istocie, zadna strategia plug-in nie moze by¢
znaczaco lepsza od strategii ML.

Ograniczenie zalu dla strategii ML. [A3] Pomimo popularnosci algorytmu ML, gwarancje na jego zal
w najgorszym przypadku otrzymano tylko dla kilku szczegdlnych rozkltadéw: normalnego, dwupunkto-
wego oraz gamma [Freund, 1996; Azoury i Warmuth, 2001]. Udowodnili$my ogélne ograniczenie na zal
dla strategii ML, ktore zachodzi dla dowolnej rodziny wyktadnicze;j:

Twierdzenie 4 ([As], twierdzenie 1) Niech p bedzie strategiq ML, a F = {fp: 6 € Oy} rodzing wyktad-
niczq ograniczonq do wypuklego i zwartego podzbioru ©. Dla kazdej ograniczonej sekwencji yq, ..., yr
(lly:|| < B dla kazdego t) zachodzi:

gdzie C jest zalezne od B i ©,.

O ile strategia ML nadal gwarantuje zal logarytmiczny z T, to stata przed log T zalezy od dlugosci wekto-
réw danych i moze by¢ znacznie wigksza niz optymalna stata 7. Zalozenie o ograniczeniu normy danych
do B i rodziny wykladniczej do zwartego © sq konieczne, poniewaz bez nich strategia ML moze mie¢
zal nawet liniowy z T' [Dasgupta i Hsu, 2007]. Pokazalismy tez, ze gwarancja w powyzszym twierdzeniu
jest w zasadzie nie do polepszenia dla jakiejkolwiek strategii plug-in ([A3], twierdzenie 2).

Ograniczenie zalu dla strategii SNML. [A3] Jak pokazano, strategia ML jest suboptymalna. Udowodni-
lismy jednak, ze problem ten moze zosta¢ rozwigzany poprzez dodanie aktualnie przewidywanej obser-
wacji (jeszcze nie ujawnionej przez srodowisko) do wyznaczenia estymatora najwiekszej wiarygodnosci,
a nastepnie normalizacje tak otrzymanego rozkladu. Strategia ta nazywa sie Sequential Normalized Maxi-
mum Likelihood (SNML) [Rissanen i Roos, 2007], i jest zdefiniowana jako:

N 1
Pt(yt) = Ef/e\t+l(yt)v

gdzie @H = argmaxycg, fo(y1:¢) jest estymatorem najwiekszej wiarygodnosci na poprzednich obserwa-
cjach, wigczajqc tez przewidywangq obserwacje y;, a Z normalizuje rozktad: Z = fy f@ . (y¢)dy:. Stata Z nie

jest réwna jednosci, poniewaz fé\tﬂ(yt) nie normalizuje sie poprawnie (@H zalezy od y;). Tak zdefinio-
wany rozktad zwykle nie bedzie nalezat do rodziny F. Strategia SNML zostata odkryta przez Rissanena
i Roosa [2007], jednak jej zachowanie dla ogdlnych rodzin wykladniczych nie bylo wczesniej badane.
UzyskaliSmy nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 5 ([A3], twierdzenie 4) Niech p bedzie strategiq SNML, F = {fy: 6 € O} rodzing wyktad-
niczq ograniczonq do wypuktego i zwartego ©. Dla dowolnej sekwencji danych:

~ n
R(p; yrr) < 5 log T+ O(1).

Tym samym, strategia SNML osiaga, z dokladnosciq do O(1), minimaksowy zal dla wszystkich rodzin
wyktadniczych, bez zadnych zatozeri o danych. Rissanen i Roos [2007] zauwazyli, ze predykcje SNML sg
rownowazne predykcjom minimaksowej strategii NML (réwnanie 1) przy zatozeniu, ze aktualna iteracja
jest ostatnig. Tym samym, strategia SNML moze by¢ uznana za przyblizenie strategii NML gdy horyzont
czasu T nie jest znany, i w ten sposéb unikna¢ kosztownej obliczeniowo marginalizacji rozktadow wzgle-
dem wszystkich mozliwych przysztych podsekwencji. Okreslenie gwarancji na zal SNML byto wiec istotne
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nie tylko z powoddw praktycznych (jako, ze strategia SNML jest efektywnym algorytmem predykcyjnym),
ale réwniez z powodéw koncepcyjnych, prowadzi bowiem do nastepujacego pytania: jak wiele tracimy
gdy opieramy nasze decyzje w danym momencie czasu patrzac tylko jeden krok naprzod, zamiast pa-
trze¢ na calg dalsza przysztosé? Co ciekawe, pokazaliSmy, ze dzialajac krétkowzrocznie tracimy bardzo
niewiele: zaledwie O(1) w stosunku do minimaksowej wartosci zalu.

Wymienialnos¢ stategii SNML. [Ag] Naturalnym pytaniem jest czy sg przypadki, w ktérych patrzenie
jeden krok naprzdéd w procesie predykcyjnym jest doktadnie najlepszym, co mozemy zrobié, nawet jesli ho-
ryzont czasowy jest znany? Innymi stowy, kiedy strategie SNML i NML sg doktadnie tozsame? Odpowiedz
na to pytanie ma fundamentalne znacznie dla rozwazanych probleméw predykcyjnych z dwéch naste-
pujacych powodoéw. Po pierwsze, wiemy, ze w ogdlnym sekwencyjnym procesie decyzyjnym uzyskanie
optymalnej strategii wymaga rekursywnego rozwigzania réwnania Bellmana poprzez indukcje wsteczna.
Pozytywna odpowiedz na powyzsze pytanie oznacza, ze mozemy unikna¢ indukcji wstecznej, poniewaz
optymalna strategia staje sie niezalezng od horyzontu czasowego: mamy te sama, optymalng strategie
niezaleznie od tego, jak daleko patrzymy w przysztos¢. Mozemy wiec patrzec tylko jeden krok naprzdd.
Po drugie, pokazano [A3] [Hedayati i Bartlett, 2012a,b; Harremoés, 2013], ze gdy strategie NML i SNML
sg rownowazne, wtedy obie staja strategiami bayesowskimi z prawdopodobienstwem a priori okreslonym
przez rozgktad Jeffreysa [Griinwald, 2007]. Innymi stowy, jesli strategia NML jest niezalezna od horyzontu
czasowego, strategia bayesowska z rozkladem a priori Jeffreysa jest strategia minimaksowa. Hedayati i
Bartlett [2012a,b] pokazali, ze ma to miejsce wtedy i tylko wtedy gdy strategia SNML jest wymienialna,
tzn. przydziela to samo prawdopodobienistwo do sekwencji danych niezaleznie od kolejnosci ich wysta-
pienia. Testowanie wymienialnosci jest jednakze trudne i nie daje prostej charakteryzacji rodzin wyktad-
niczych dla ktérych zachodzi réwnos¢ NML=SNML. W pracy przedstawiliSmy kompletna odpowiedz na
to pytanie dla przypadku 1-parametrowych rodzin wyktadniczych:

Twierdzenie 6 ([Ag], twierdzenie 11) Jedyne trzy naturalne, 1-parametrowe rodziny wyktadnicze z wy-
mienialng strategiq SNML to: (1) Petna rodzina rozktadéw normalnych z ustalonqg wariancjq o > 0; (2)
Petna rodzina rozktadéw gamma z ustalonym parametrem ksztattu; (3) Petna rodzina Tweediego rzedu 3.

Dodatkowo, wszystkie rodziny otrzymane z powyzszych trzech przez jedno-jednoznaczng transforma-
cje zmiennej y maja wymienialng strategie SNML (np. rozklady Pareto, Laplace’a, Rayleighta, odwrotny
normalny i wiele innych). Tym samym, tylko w powyzszych trzech naturalnych rodzinach wyktadniczych
predykcje strategii SNML sg tozsame z predykcjami minimaksowej NML i strategii bayesowskiej (z rozkta-
dem Jeffreysa). Oznacza to, ze tylko w tych rodzinach strategia NML nie zalezy od horyzontu czasowego
i patrzenie jeden krok naprzdd jest rOwnowazne z patrzenie ¢ krokéw naprzdd dla dowolnego ¢ > 1.

Strategia Flattened ML. [A;] [A,] WidzieliSmy juz, ze wszystkie strategie, ktore przewiduja za pomoca
jednego z rozktadéw w F (strategie plug-in), cho¢ tatwe do wyznaczenia, sa koniecznie suboptymalne.
Z drugiej strony, strategie optymalne, jak SNML, moga by¢ kosztowne obliczeniowo (np. obliczenie sta-
tej normalizacyjnej SNML wymaga catkowania po )). Griinwald [2007] postawil pytanie, czy istnieje
modyfikacja strategii plug-in, ktérej predykcje wykraczaja nieznacznie poza F, a ktéra zarazem posiada
optymalne gwarancje na zal. Wykazalismy, ze hipoteza ta jest prawdziwa, proponujac strategie prawie
typu plug-in, nazwang Flattened Maximum Likelihood (FML), ktéra jest rownie prosta do wyznaczenia co
strategia ML, a zarazem gwarantuje minimaksowy zal % log T' z doktadnoscia do statej. FML przewiduje
zgodnie z rozkladem najwiekszej wiarygodnosci (ML) fAf > dodatkowo ,,sptaszczajac” rozklad poprzez
przemnozenie przez czton rzedu 1 + O(1/n) zawierajacy wektor wartosci érednich i macierz kowariancji
(wyznaczone dla estymatora najwiekszej wiarygodnosci). Sptaszczenie to powoduje zwiekszenie warian-
cji rozktadu, co daje strategii FML odporno$¢ na dane najgorszego przypadku.

Twierdzenie 7 ([ Az], twierdzenie 11) Niech F bedzie n-parametrowq rodzing wyktadniczq i niech y;.7
bedzie ograniczonq sekwencjq danych (||y:|| < B dla wszystkich t), dla ktdrej dla wszystkich t > to, estymator
najwigkszej wiarygodnosci 6,1 € ©y, gdzie © jest dowolnym wypuktym i zwartym podzbiorem. Wtedy:

=R n
R(p; y1.7) = 5 logT + O(1),
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gdzie p jest strategiq FML, a stata w O(1) zalezy od B, Oy i t.

Warunek o przynaleznosci estymatora najwiekszej wiarygodnosci do ©y ma znaczenie techniczne i jest
praktycznie zawsze spelniany (ma tylko na celu eliminacje patologicznych, np. rozbieznych, sekwencji).
Aby uzyskaé optymalng gwarancje na zal, FML potrzebuje zalozenia o ograniczeniu danych (podczas gdy
SNML tego nie potrzebuje), co jest najwyrazniej ceng za prostote obliczeniowa. W praktyce, jednakze, ten
warunek jest réwniez zawsze spetniony. Na koniec zauwazamy, ze strategia FML moze by¢ wyznaczona
jako przyblizenie drugiego rzedu strategii SNML [ A,].

4.3.3 Przyrostowe uczenie si¢ macierzy

W problemach uczenia sie macierzy zaréwno dane wyjéciowe Y, jak i akcje strategii predykeyjnych P,
(t = 1,...,T) majg posta¢ macierzy. W ostatnich latach problemy te zyskaly popularnos$¢ [Tsuda i inni,
2005; Warmuth i Kuzmin, 2008], poniewaz licznie wystepuja w praktycznych zastosowaniach: systemach
rekomendacyjnych [Bennett i Lanning, 2007], grupowaniu spektralnym [von Luxburg, 2007], klasyfikacji
wieloetykietowej [Langford i inni, 2009], czy nawet w kwantowej tomografii [Nielsen i Chuang, 2000;
Paris i Rehacek, 2004].

Macierzowa logarytmiczna funkcja straty. [A4] W pracy rozszerzyliSmy na przypadek macierzowy pro-
blem uczenia sie rozkladu wielomianowego na n elementach. W klasycznym przypadku rozktad jest para-
metryzowany przez n-wymiarowy wektor prawdopodobienistwa p. Mozna interpretowac wektory bazowe
e, jako zdarzenia elementarne (gdzie e, jest wektorem jednostkowym z e, = lieg; =0dlaj # k), a
wektor prawdopodobienistwa jako ich mieszanina, p = ", prex. Zaproponowalismy macierzowe uogol-
nienie rozktadu wielomianowego na macierz gestosci P [Nielsen i Chuang, 2000], symetryczna, dodatnio
okre$lona macierz o jednostkowym $ladzie, P = 0, tr(]AD) = 1. O ile wektory prawdopodobienistwa
reprezentuja niepewnos¢ algorytmu odnosnie n wektoréw bazowych, macierze gestosci reprezentuja nie-
pewno$é¢ odnosnie nieskoniczenie wielu iloczynéw diadycznych, tj. iloczynéw zewnetrznych postaci uu ',
u € R", ktére moga by¢ utozsamione z jednowymiarowymi podprzestrzeni. Macierz gestosci jest miesza-
nina takich iloczyndéw.

W przypadku klasycznym (wektorowym) akcja algorytmu jest wektor prawdopodobienistw p,, srodo-
wisko ujawnia warto$¢ wyjscia y, € {1,...,n} i algorytm jest karany strata — log(p;,,). W przypadku
macierzowym, akcja algorytmu P, i warto$cia wyjécia Y, sq macierze gestoéci, a funkeja straty jest
macierzowq wersja logarytmicznej straty ((Yt,IA’t) = —tr(Ytlog(I?’t)), gdzie log(-) oznacza logarytm
macierzowy. Ta strata sprowadza sie do klasycznej logarytmicznej straty, gdy macierz p, jest diagonalna
(jako, ze wartos$ci na diagonali tworza wektor prawdopodobienistw na n elementach), a Y; jest iloczynem
diadycznym eye, dla pewnego k = 1,...,n. Podczas gdy w przypadku wektorowym przestrzenia akgji
A i referencyjna rodzing strategii F sa rodziny rozkladéw wielomianowych, w przypadku macierzowym
A i F sa zbiorami macierzy gestosci.

Dwie najpopularniejsze strategie predykcyjne w klasycznym przypadku to estymatory Laplace’a oraz
Kryczewskiego-Trofimowa (KT) [Cesa-Bianchi i Lugosi, 2006], ktére mozna podsumowac jako reguly
»plus ¢”: predykcja algorytmu p, jest otrzymywana przez zliczanie przeszlych wystapien poszczegdlnych
elementéw i dodanie ¢ do tych zliczen; formalnie: p, , = tTl’f’fc, gdzie my, jest liczba wystapien k-tego
elementu w poprzednich ¢ — 1 iteracjach. Estymator Laplace’a uzywa ¢ = 1, za$ KT wybiera ¢ = 3.
Oba algorytmy sa strategiami bayesowskimi, z bardzo dobrymi ograniczeniami na zal, rosngcymi loga-
rytmicznie z T, a estymator KT osiaga wrecz zal minimaksowy z doktadnoscia do stalej [Cesa-Bianchi i
Lugosi, 2006]. Interesowalo nas, jak zmieni sie zal, gdy algorytmy te uogdélnimy na przypadek macierzo-

t—1
~ Yi+cl
_ . . . . . oYY . .
wy. ZdefiniowaliSmy wiec macierzowa wersje reguly ,plus ¢”: P; = == otrzymujac macierzowy

estymator Laplace’a dla ¢ = 1 i macierzowy estymator KT dla ¢ = 3. Co zaskakujace, pokazalismy, ze zal
najgorszego przypadku dla macierzowych estymatorow jest taki sam jak dla estymatoréw klasycznych:

Twierdzenie 8 ([ A4], twierdzenia 1 and 2) Wartosci zalu najgorszego przypadku dla macierzowych i kla-
sycznych wersji estymatoréw Laplace’a i KT sq identyczne.

PokazaliSmy rowniez, ze inny algorytm, zwany last-step minimax [Takimoto i Warmuth, 2000], ktéry jest
szczegllnym przypadkiem wczesniej omawianego algorytmu SNML, ma réwniez to samo ograniczenie
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na zal w przypadku klasycznym i macierzowym ([A4], twierdzenie 3). Nasze wyniki po razy pierwszy
identyfikujgq podstawowy problem predykeji, w ktérym zal osiagany w macierzowej wersji problemu jest
identyczny z tym osigganym w wersji klasycznej. Poniewaz klasyczny rozklad na n elementach odpowiada
wartosciom wiasnym macierzy gestosci, oznacza to, ze algorytmy macierzowe uczg sie systemu wektoréw
wlasnych ,,za darmo”, bez ponoszenia dodatkowego zalu.

Przyrostowe PCA i jego uogoélnienie. [Ag] Analiza gtéwnych sktadowych (Principal Component Analysis,
PCA) [Hotelling, 1933] jest jedng z najbardziej popularnych metod analizy, kompresji i wizualizacji da-
nych. Formalnie, w problemie PCA®> mamy zbiér 7' n-wymiarowych obserwacji v, . . ., y, ktore chcemy
rzutowac na podprzestrzen o wymiarze k (k < n), reprezentowang przez macierz rzutowania rzedu k,
oznaczang P, w ten sposéb, aby maksymalizowac¢ catkowity kwadrat dlugosci rzutowanych obserwacji
Zthl | Py,||>. Problem ten jest réwnowazny znalezieniu wektoréw wiasnych u, ..., u; stowarzyszo-
nych z k najwiekszymi warto$ciami wlasnymi ,macierzy kowariancji” Zthl y,y, , i wyborze macierzy
rzutowania jako P = Y% | w;u] .

W przyrostowym problemie PCA [Warmuth i Kuzmin, 2008], algorytm otrzymuje dane w sposéb
sekwencyjny. W chwilach ¢ = 1,...,T, algorytm wybiera macierz rzutowania rzedu k£ oznaczang p,,
a po ujawnieniu nastepnej obserwacji y, jest karany bledem (stratq) kompresji 6 = ly, — ﬁtyt||2 =
tr((I — 1?’t)yty;r ). Zalem algorytmu nazywamy réznice miedzy jego sumarycznym btedem kompresiji a
sumarycznym bledem kompresji najlepszej (z perspektywy czasu) macierzy rzutowania rzedu k (ktora
jest doktadnie rozwiazaniem standardowego problemu PCA). Otrzymujemy w ten sposob problem ucze-
nia sie macierzy, w ktérym macierze wyjscia maja posta¢ Y, = y,y, , funkcja straty jest liniowa wzgledem
P,iY,a akcja algorytmu uczacego sie (P) jest randomizowany wybdr macierzy rzutowania rzedu k.
Ten randomizowany wybor odpowiada powloce wypuklej zbioru macierzy rzutowania rzedu &, oznacza-
nej Fy, czyli zbiorowi macierzy dodatnio okreslonych ze $ladem réwnym k, i wartosciami wlasnymi nie
wiekszymi od 1. UogdlniliSmy réwniez problem przyrostowego PCA na przypadek, w ktérym obserwowa-
ne macierze Y, sa dowolnymi dodatnio okreslonymi macierzami z warto$ciami wlasnymi ograniczonymi
w przedziale [0,1]. Ten przypadek nazwalismy przypadkiem danych L..-ograniczonych, w przeciwien-
stwie do L;-ograniczonych danych y,y, w oryginalnym problemie przyrostowego PCA (terminologia ta
pochodzi od odpowiednich macierzowych norm Schattena ograniczajacych w obu przypadkach dane).

W poprzednich pracach uogélniono znane metody uczenia sie wektoréw na przypadek macierzowy,
co zaowocowato algorytmami Matrix Exponentiated Gradient (MEG) [Tsuda i inni, 2005] oraz macie-
rzowa wersjq Online Gradient Descent (GD) [Arora i inni, 2013]. Oba algorytmy uaktualniaja swoje pa-
rametry poprzez minimalizacje przetargu miedzy dywergencjq Bregmana (wyznaczong pomiedzy starg
i nowg wartoscig parametréw) a wartoscig straty na aktualnej obserwacji dla nowego wektora parame-
tréw [Cesa-Bianchi i Lugosi, 2006; Shalev-Shwartz, 2012]. Macierzowy GD uzywa dywergencji Bregmana
bedacej kwadratowa norma Frobeniusa (uogélnieniem kwadratowej normy euklidesowej na przypadek
macierzy). MEG uzywa kwantowej entropii wzglednej [Nielsen i Chuang, 2000], macierzowego uogol-
nienia klasycznej entropii wzglednej. W naszej pracy rozwazalismy dwie wersje algorytmu MEG: wersja
gain MEG jest parametryzowana za pomoca opisanej wyzej przestrzeni Fy, podczas gdy wersja loss MEG
uzywa alternatywnej parametryzacji, w ktoérej zamiast bra¢ powtoke wypukta macierzy projekcji rzedu &
bierzemy powloke wypukla dopetnieri tych projekcji I — P, co prowadzi do przestrzeni parametréw F,,,
gdzie m = n — k. (w przypadku GD, obie parametryzacje prowadzitlyby do tego samego algorytmu).

W pracy [Ag] wyznaczyliSmy gérne ograniczenia na zal obu algorytmdéw zaréwno dla L -ograniczonych
jak i L.-ograniczonych danych, dla dowolnej wartosci k. Podsumowujemy nasze wyniki w ponizszej ta-
beli gérnych ograniczen (gdzie m = n — k):

dane L;-ograniczone dane L.,-ograniczone
k<2 k>2 | k<% k> %
:
Loss MEG Tk Tm(log ) /2 | VThkm'  /Tm2logZ
Gain MEG  /Tklog? VTm Tk?In 3 Tkm
GD VTE' VTm Thm Tkm

3Dla uproszczenia prezentacji zaktadamy, ze wektory danych sa wycentrowane.
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Wszystkie wyniki powinny by¢ czytane w notacji O(+) (nie podalismy statych aby uprosci¢ prezentacje).
Najlepsze (najmniejsze) ograniczenia w kazdej kolumnie oznaczone sg thustym drukiem, a symbol { mo-
wi, ze dane ograniczenie bylo juz znane wczesniej. Z tabeli wynika, ze ktéras z wersji MEG jest zawsze
optymalna i stad sugeruje to, ze algorytm MEG jest lepszym wyborem niz GD dla tego typu problemdw.
Udowodnili$my réwniez dolne ograniczenia na zal dla dowolnego algorytmu, ktére sa identyczne z naj-
lepszymi gérnymi ograniczeniami z tabelki. Tym samym, ograniczenia wyrdznione thustym drukiem sg
optymalne (réwne zalowi minimaksowemu) z doktadnoscig do state;j.

W typowych zastosowaniach PCA istnieje nisko-wymiarowa podprzestrzen, ktéra obejmuje wiekszosé
wariancji w danych, stad mozna sie spodziewac, ze sumaryczny btad kompresji najlepszej podprzestrzeni
(L%) bedzie nieduzy. Tym samym skupianie sie na danych najgorszego przypadku (w ktérych btad kom-
presji L. bedzie rdst liniowo z T) moze by¢ zbyt pesymistyczne. Z tego wzgledu rozwazaliSmy réwniez
ograniczenia na zal parametryzowane przez L., potencjalnie znacznie mniejsze od 7. Pokazali$my, ze w
takim przypadku, o ile k¥ < % (co odpowiada typowemu zastosowaniu PCA), algorytm MEG jest opty-
malny, osiagajac zal O(,/L%. ) i §ciéle lepszy od algorytmu GD (o wartoéé¢ rzedu v'k), ktéry moze dla
niektérych danych ponosic zal co najmniej Q(k+/L%.). To utwierdza nas w przekonaniu, Ze w rozwaza-
nych problemach MEG jest lepsza metoda uczenia sie od GD.

Kernelizacja algorytméw macierzowych [A;] Nastepujac pomyst (znany jako kernel trick) zostal spo-
pularyzowany przez metody wektoréw podpierajacych (support vector machines) [Boser i inni, 1992] i stat
sie jednym z bardziej uzytecznych narzedzi w uczeniu maszynowym: kazdy algorytm, ktérego dzialanie
mozna zredukowa¢ wylacznie do obliczania iloczynéw skalarnych na wektorach € R"”, moze zostac roz-
szerzony poprzez przeksztatcenie przenoszace wektory & do wzbogaconej przestrzeni ¢(x) € RY, o ile
tylko dostepna jest funkcja jadrowa (kernel function) k(x,z’) = ¢(x)" ¢(z’) umozliwiajaca efektywne
wyznaczanie iloczynéw skalarnych we wzbogaconej przestrzeni. Takie algorytmy nazywa sie kernelizo-
walnymi. W naszej pracy scharakteryzowalismy kernelizowalnos¢ algorytméw macierzowych poprzez ich
niezmienniczos$¢ ze wzgledu na pewne typy transformacji ortogonalnych.

Wpierw rozwazaliSmy dane macierzowe bedace asymetrycznymi iloczynami zewnetrznymi postaci

2T, gdzie x € R" i z € R™. Pokazali$my ([A;], wniosek 2.7), ze algorytm jest kernelizowalny wtedy
i tylko wtedy gdy jego predykcje sa niezmiennicze wzgledem transformacji postaci @; — Uy, z; — V24
(t = 1,...,T) dla dowolnych macierzy ortogonalnych U € R"*™ i V € R™*™_  Co wiecej, pokazaliSmy
([A7], tw1erdzen1e 2.9), ze jesli kernelizowalny algorytm jest liniowy, tzn. dokonuje w chwili ¢ predykeji
danej wyrazeniem x, Ptzt dla pewneJ mac1erzy wag P, € Rv*™ 0 P, moze by¢ rozwinieta w sume
iloczynoéw zewnetrznych, P, = Zf =1 CijTi z] , gdzie wspotczynniki {c¢; J}Z =1 zalezg tylko od iloczynéw
skalarnych postaci ] z; i 2 z;, 4,5 =1,...,t — 1.

Nastepnie rozwazaliSmy symetryczne iloczyny zewnetrzne xx ', gdzie x € R™. Pokazaliémy ([4;],
wniosek 2.11), ze algorytm jest kernelizowalny wtedy i tylko wtedy gdy jego predykcje sa niezmienni-
cze wzgledem transformacji «; — U, dla dowolnych macierzy ortogonalnych U € R"*". Co wiecej,
pokazaliSmy ([A7], twierdzenie 2.13), ze jesli kernelizowalny algorytm jest liniowy, to jego symetryczna
macierz wag moze zosta¢ rozwinieta W sume iloczynéw zewnetrznych oraz wielokrotnosci macierzy jed-
nostkowej I, tzn. P, = Ef ]1 1 Cij wlm + cI, gdzie wspétezynniki {c;; }i = ! | i c zaleza tylko od iloczynéw
skalarnych postaci , x; i,j = 1,...,t — 1. Wyniki te nie byly wczesniej znane.

Majac powyzszg charakteryzacje;, mozemy uzy¢ przeksztalcen « — ¢(x) oraz z — (z), i tak dlugo,
jak potrafimy efektywnie policzy¢ iloczyny skalarne (funkcje jadrowe) ¢(x) " ¢(z') oraz (z) "¢ (z’), mo-
zemy zaimplementowac¢ kernelizowalny macierzowy algorytm przyrostowy uzywajac wylacznie obliczen
za pomocg funkcji jadrowych. UzyliSmy powyzszych wnioskéw do kernelizacji dwéch popularnych algo-
rytmow przyrostowego uczenia sie macierzy, MEG i GD. Kernelizacja MEG byta wynikiem do$¢ zaskakuja-
cym, poniewaz wiadomo, ze klasyczna wersja MEG dla wektoréw (algorytm EG) nie jest kernelizowalna.
Macierzowy MEG jest jednak niezmienniczy ze wzgledu na transformacje ortogonalne danych, a tym sa-
mym - kernelizowalny. PodaliSmy réwniez optymalne ograniczenia na zal dla rozwazanych algorytméw
([A7], rozdzial 4).

Jednym ze sposobéw zapewnienia kernelizowalnosci jest uzycie Twierdzenia o Reprezentacji (Repre-
senter Theorem) [Kimeldorf i Wahba, 1971], ktére méwi, ze w problemie minimalizacji sumarycznej straty
na zbiorze danych (ktéra zalezy tylko od iloczynéw skalarnych miedzy wektorem wag i wektorami ob-
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serwacji) wraz z funkcjg kary bedaca niemalejaca funkcja normy euklidesowej, optymalne rozwigzanie
(wektor wag) mozna rozwing¢ do kombinacji liniowej wektoréw obserwacji. Twierdzenie to zostato pdz-
niej rozszerzone na przypadek zewnetrznych iloczynéw macierzowych [Abernethy i inni, 2009; Argyriou
i inni, 2009]. Co ciekawe, nasza geometryczna charakteryzacja kernelizowalnosci prowadzi natychmiast
do prostszej wersji Twierdzenia o Reprezentacji dla danych macierzowych:

Twierdzenie 9 ([A7], twierdzenie 3.1) Niech D = {(x:2/ , )}, bedzie sekwencjq etykietowanych da-
nych. Rozwazmy problem minimalizacji minp L(P, D), ktory dla dowolnego D ma jednoznaczne rozwiqza-
nie i jest niezmienniczy: dla kazdego D i macierzy ortogonalnych U i V, L(P,D) = LUPVT, UDVT)
gdzze UDVT = {(Uzz[ VT, y)}L,. Wtedy optymalne rogwiqzanie P mozna rozwingé w sume P =
21 j=1 CijTiZ) 1, gdzie {c;;}T j—1 zalezq tylko od iloczyndéw skalarnych migdzy wektorami obserwagji.

Nasze metody prowadza réwniez do nieznanej wczesniej wersji Twierdzenia o Reprezentacji dla macierzy
symetrycznych, kluczowej dla algorytmoéw typu MEG ([ A7], twierdzenie 3.2).

4.3.4 Przyrostowe uczenie si¢ niezmiennicze ze wzgledu na skale [A;3]

RozwazaliSmy nastepujacy wariant tzw. przyrostowej optymalizacji wypuklej (online convex optimization)
[Shalev-Shwartz, 2012]. W chwilach ¢t = 1,...,T, algorytm otrzymuje wektor wejsciowy x; € X = R",
na ktérym przewiduje p; = x,] w; za pomocg wektora wag w; € R". Nastepnie ujawniane jest wyjécie

€ Y ialgorytm karany jest strata ¢(y;, p;) wypukta wzgledem p;. Jakos¢ algorytmu oceniana jest przez
zal, bedacy réznica miedzy sumaryczna stratg algorytmu a sumaryczng stratg predykeji uzyskanych przez
ustalony wektor wag w € R™. Tym samym rodzina referencyjnych strategii predykcyjnych F = {p(x) =
x'w: w € R"} jest rodzing funkcji liniowych. Problem ten obejmuje wiele zadari uczenia maszynowego,
takich jak np. liniowa klasyfikacja (z zastepczymi funkcjami straty) lub liniowa regresja.

Wiekszos¢ wezesniejszych prac w tej dziedzinie zaklada, ze wektory wejSciowe i referencyjne wektory
wag sa ograniczone, a ograniczenie to jest znane algorytmowi uczacemu sie. W praktyce zatozenia takie
sg rzadko kiedy uzasadnione: algorytm nie ma zwykle informacji o wielkosci wektoréw wejsciowych, a
zalozenie znajomosci ograniczenia na referencyjne wektory wag (w tym optymalny z perspektywy czasu
wektor) jest jeszcze mniej realistyczne. Stad w ostatnim czasie pojawilo sie kilka prac, w ktérych starano
sie odrzuci¢ czes¢ z tych zalozen [Streeter i McMahan, 2012; McMahan i Orabona, 2014; Orabona i Pal,
2016; Luo i inni, 2016].

W naszej pracy idziemy krok dalej, catkowicie odrzucajaq wszystkie ograniczenia nalozone na dane
i referencyjne wektory wag, pokazujac, ze efektywne uczenie sie nadal jest mozliwe. W tym celu wy-
korzystujemy naturalna symetrie przy braku ograniczen, dotyczaca niezmienniczosci ze wzgledu na skale:
predykcje optymalnego wektora wag dla danej sekwencji danych sa niezmiennicze wzgledem dowolnych
transformacji liniowych danych wejsciowych, poniewaz optymalny wektor wag zostanie wtedy przeskalo-
wany przez transformacje odwrotng. Naszym celem byta konstrukcja algorytméw réwniez posiadajacych
wlasnos¢ takiej niezmieniczosci. Rozpoczelismy od przypadku transformacji po cechach, w ktérych wspét-
rzedne wektoréw wejsciowych (cechy) moga by¢ dowolnie przeskalowane: x; ; — a;x;,; dla wszystkich
t i dowolnych dodatnich a;, i = 1,...,n. ZaproponowaliSmy algorytm, ktérego predykcje sa niezmien-
nicze ze wzgledu na takie transformacje (ktéry nazywamy po prostu Algorytmem 1). Jest to wlasnosé
wyjatkowo uzyteczna, gdyz nasz algorytm nie wymaga wstepnej normalizacji danych, w odréznieniu od
typowych algorytméw przyrostowych, jak np. Stochastic Gradient Descent, ktérych dziatanie krytycznie
zalezy od normalizacji. Nasz algorytm potrzebuje tylko O(n) obliczen na iteracje, nie wymaga strojenia
zadnych parametrow i osigga zasadniczo optymalne gwarancje na zal, wyrazone poprzez niezmienniczg
funkcje danych i referencyjnego wektora wag:

Twierdzenie 10 ([A;3], twierdzenie 4) Dla dowolnej sekwencji danych {(z,y;)}~_; i dowolnego referen-
cyjnego wektora wag w € R", Algorytm 1 osiqga ograniczenie na zal postaci:

n

R(]/)\, 1.7, Y1:T; 'w) < Z \wi\sni\/a log(l + ad2T2w? STZ) =+ O(log T)

=1

. . 7. T . 7
gdzie a = 9/8, a wielkosci st; = \/>_,_, x7, mierzq rozrzut na poszczegélnych cechach.
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Przemnozenie kazdej ze wspdtrzednych w; przez s, zapewnia, zZe ograniczenie na zal nie zmienia sie
przy skalowaniu cech (jako, ze referencyjny wektor zostaltby wtedy przeskalowany przez transformacje
odwrotng aby prowadzi¢ do tych samych predykeji).

Nastepnie rozwazaliSmy ogolna klase transformacji linowych danych wejsciowych postaci z; — Ax;
dla wszystkich ¢. Wpierw udowodniliSmy negatywny wynik, méwiacy ze zaden algorytm nie uzyska nie-
trywialnego niezmienniczego ograniczenia na zal w tym przypadku. Nastepnie zaproponowalismy jednak
algorytm, ktérego predykcje s niezmienniczego ze wzgledu na dowolne transformacje liniowe (nazwany
po prostu Algorytmem 2), ktéry ,prawie” osiaga zalozone niezmiennicze ograniczenie na zal, z dodatko-
wym czlonem w ograniczeniu, ktéry tylko logarytmicznie zalezy od wielkosci danych wejsciowych:

Twierdzenie 11 ([A13], twierdzenie 9) Dla dowolnej sekwencji danych {(x;,y;)}1_, i dowolnego wektora
wag w € R™, Algorytm 2 osiqga ograniczenie na zal postaci:

R(p; z1.7, y1.15 w) < ||w]|s, \/a log(1+ afw|2, )+ r +1,

gdzie o = 9/8, |w|s, = VwTSrw jest seminormq indukowanq przez ,macierz kowariancji” St =
S iz, a T'r zalezy logarytmicznie od wielkosci wektoréw wejsciowych.

Zal wyrazony jest poprzez seminorme ||w||s,., ktéra jest niezmiennicza ze wzgledu na dowolnego trans-
formacje liniowe wektoréw wejsciowych (poniewaz wektor wag w przeskaluje sie wtedy poprzez trans-
formacje odwrotng aby zachowa¢ te same predykcje). Zaproponowany algorytm potrzebuje O(n?) obli-
czen na iteracje i nie wymaga strojenia zadnych parametréw.

4.3.5 Uczenie sie funkcji monotonicznych

Niech z; < 22 < ... < xr bedzie zbiorem 7T liniowo uporzadkowanych punktéw (np. na prostej), ozna-
czonym przez X. Funkcje f: X — R nazywamy izotoniczng (niemalejaca) na X gdy f(z;) > f(z;) dla
dowolnych z; > x;. Majac dane {(x,y:)}._,, problem izotonicznej regresji dotyczy znalezienia funkgji f
minimalizujacej catkowity btad kwadratowy na danych, Zle(yt — f(x;))? [Ayer i inni, 1955; Robertson
iinni, 1998]. Taka funkcja nazywana jest izotoniczng funkcjq regresji. Izotoniczna regresja ma fundamen-
talne znaczenie w statystyce i uczeniu maszynowym, poniewaz ograniczenia izotoniczne wystepuja na-
turalnie w wielu problemach statystycznych (np. estymacja monotonicznych funkcji gestosci [Robertson
i inni, 1998], kalibracja prawdopodobienistw warunkowych klas [Zadrozny i Elkan, 2002], skalowanie
wielowymiarowe [Kruskal, 1964]), jak réwniez w wielu zastosowaniach, np. w biologii, medycynie, psy-
chologii. Mimo prostoty i duzego znaczenia praktycznego, izotoniczna regresja jest przyktadem problemu
nieparametrycznego, w ktérym liczba parametréw rosnie liniowo z liczbg danych.

Przyrostowa regresja izotoniczna [A;p]. W naturalny sposéb nasuwa sie pytanie: czy istniejq dla pro-
blemu izotonicznej regresji efektywne algorytmy przyrostowe z dobrymi ograniczeniami na zal? W przy-
rostowej wersji problemu izotonicznej regresji sSrodowisko wybiera zbidr X = {z1,...,z7} i przekazuje
go algorytmowi na starcie. Nastepnie, w kazdej chwili ¢ = 1,...,T, srodowisko wybiera jeden z jesz-
cze nie etykietowanych punktéw z;,, i; € {1,...,T}, na ktérym algorytm przewiduje p;, € [0,1]. Wtedy
ujawniona jest prawdziwa wartos¢ wyjscia (,etykieta”) y;, € [0, 1], a algorytm otrzymuje warto$¢ kwadra-
towej straty (y;, — py,)?. Tym samym algorytm przewiduje ostatecznie warto$ci na wszystkich punktach
x1,...2x7, ale w kolejnosci wyznaczonej przez srodowisko. Celem algorytmu jest niska wartos¢ zalu:

T

T

s Y1.T) i, — Di,)” — min i — f(@4,))?,
R(p; y ;y ~pi)” —min tzl(y f(@i,))
gdzie F jest rodzing wszystkich funkcji izotonicznych na X. Zauwazmy, ze czton odejmowany w wyraze-
niu na zal jest doktadnie wartoScia btedu optymalnej izotonicznej funkcji regresji w klasycznym problemie
izotonicznej regresji. Podkreslamy, ze wartosci wyjscia nie musza by¢ izotoniczne wzgledem X. Czytelnik
moze zastanawiac sie, dlaczego zbiér X jest ujawniony algorytmowi zawczasu? Ot6z pokazalisSmy, ze bez
tej wstepnej informacji problem jest zbyt trudno i dowolny algorytm bedzie obarczony liniowym zalem
w najgorszym przypadku.

Autoreferat 13/24



Poniewaz problem przyrostowej regresji izotonicznej dotyczy minimalizacji wypuklej funkcji straty na
wypuklym zbiorze funkcji izotonicznych, moze by¢ analizowany przy uzyciu narzedzi przyrostowej opty-
malizacji wypuktej [Shalev-Shwartz, 2012]. Niestety, pokazaliSmy, ze wiekszo$¢ popularnych algorytméw
przyrostowych zawodzi w tym problemie, dajac liniowg wartos¢ zalu lub, w najlepszym przypadku, sub-
optymalna warto$¢ O(v/'T) ([A10], rozdziat 3). Czyni to naszym zdaniem problem przyrostowej regresji
izotonicznej szczegdlnie interesujacym i wymagajacym.

W pracy przedstawilismy algorytm, ktory dziala dla tego problemu i osiaga optymalng gwarancje na
zal. Nasz algorytm jest wersja metody Exponential Weights [Cesa-Bianchi i Lugosi, 2006], uruchomione;j
na dyskretnej siatce funkgeji izotonicznych. Podstawowym pomystem jest tutaj dyskretyzacja zbioru wszyst-
kich funkeji izotonicznych F z rozdzielczoscia rzedu +, dla pewnej wartoéci catkowitej K (dostrojonej
pozniej), co daje skoriczong siatke pokrywajaca F:

Fi = {fef: f(xt):% dla pewnych k; € {0,...,K}, klg...ng}.

Na tym zbiorze uruchamiamy algorytm Exponential Weights, bedacy bayesowska strategia uczenia sie,
ktéra rozpoczyna z jednostajnym prawdopodobienistwem a priori 7 (f) = TIKI na f € Fg iuaktualnia
rozktad a posteriori 7;(f) poprzez przemnazanie prawdopodobienstw funkeji proporcjonalnie do wyktad-
niczej wartosci ich negatywnej straty. Predykcja algorytmu jest srednia predykcja funkcji z Fx, wazona

rozkladem m:
t—1

-1 wi)—yi.)?
B= 3 fle)m(f),  gdzie m(f) oce * 2ot Tv)
feFK

Mimo, ze algorytm wydaje sie trudny do implementacji, pokazali$my, ze rozklad a posteriori moze by¢
uaktualniany w czasie O(T K') poprzez uzycie programowania dynamicznego ([Ajo], rozdziat 4.1). Udo-
wodnilismy, ze:
Twierdzenie 12 ([Ay0], twierdzenie 4) Biorqc K = ©(T'/3logT~'/3), algorytm Exponential Weights
uruchomiony na dyskretnej siatce Fy osiqga ograniczeni na zal:

R(B; yir) < O(TY3(log T)*/?).

Ograniczenie to okazalo sie optymalne z doktadnos$cig do czynnikéw logarytmicznych. PokazaliSmy réw-
niez ([A10], twierdzenie 8), ze podobne ograniczenie (réwniez optymalne) mozna uzyskac¢ bardzo po-
dobnym algorytmem dla innych funkgcji strat, np. logarytmicznej funkgji straty.

Klasyfikacja porzadkowa z ograniczeniami monotonicznymi [As]. W pracy rozwazali$my problemy
predykgcji z funkcjami izotonicznymi, w ktdrych etykiety naleza do zbioru K uporzqdkowanych indekséw
Kklas, y; € {1,...,K}. Problemy takie nazywa sie klasyfikacjq porzqdkowq z ograniczeniami monotonicz-
nymi. Pojawiaja sie w sposob naturalny w przypadkach, gdy dostepna jest wiedza dziedzinowa na temat
zaleznosci monotonicznych miedzy wartosciami na wejsciu (wektorami cech), a etykietami klas (np. ,,im
wyzszy dtug firmy, tym wieksza szansa jej zbankrutowania”, itp.) Tego typu wiedza jest szczegdlnie istotna
w problemach decyzyjnych dotyczacych preferencji, np. w teorii spotecznego wyboru, wielokryterialnym
podejmowaniu decyzji lub w uczeniu sie preferencji [Greco i inni, 2001; Fiirnkranz i Hiillermeier, 2011].

W celu uwzglednienia ogélniejszego modelu, zakladamy teraz, ze dane wejSciowe sa opisane za pomo-
can cech, z € X C R", iistnieje czeSciowy porzadek, zwany relacjq dominacji -, zdefiniowany nastepuja-
co: dladowolnych z, 2’ € X, x = o/, gdy x; > 2/ dla wszystkich j = 1,...,n. Funkcje f: X — {1,..., K}
nazywamy izotoniczng gdy dla dowolnych «, ’ takich, ze « = ', zachodzi f(x) > f(x'). Zwréémy uwa-
ge, ze jest to naturalne uogoélnienie poprzedniego problemu liniowo uporzadkowanych wejs¢. W naszej
pracy skupilismy sie na stochastycznym wariancie problemu, w ktérym obserwacje (x,y) generowane sg
z nieznanego rozktadu prawdopodobienstwa P(x, y). Aby uwzgledni¢ wynikajace z wiedzy dziedzinowej
zwiazki monotoniczne, zakladamy, ze rozklad P(x,y) jest ograniczony monotonicznie, tzn. > x’ im-
plikuje P(y > k|z) > P(y > k|o’) dla wszystkich £ = 1,..., K. Warunek ten réwnowazny jest relacji
stochastycznej dominacji (pierwszego rzedu) [Levy, 1998].

Majac ¢ — 1 poprzednich obserwacji {(z;,y;)}:Z], celem jest predykcja etykiety nowego punktu x;
przez p; = f(x:), uzywajac pewnej funkcji monotonicznej (klasyfikatora) f: X — {1,..., K}. Trafno$¢
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predykcji mierzona jest za pomoca oczekiwanej wartosci straty klasyfikatora f, L(f; P) = Ep [((y, f(x))],
dla pewnej macierzy straty {(y,y’) rozmiaru K x K. Aby wzia¢ pod uwage porzadek na etykietach,
zakladamy, ze L jest V-ksztaltne, tzn. {(y,y’) nie powinno male¢ gdy y’ oddala sie od y. Niech f* =
argmin, L(f; P) bedzie optymalng funkcjg predykeji. PokazaliSmy ([As], twierdzenie 1), ze f* jest izo-
toniczne wtedy i tylko wtedy gdy macierz strat spelnia pewne specyficzne wlasnosci, catkowicie cha-
rakteryzujac klase macierzy strat prowadzacych do izotonicznych optymalnych funkeji predykcyjnych.
Przyktadowo, macierze postaci £(y,y’) = |y — ¢’|? z ¢ > 1 spelniaja te wlasnosci, jak réwniez liniowa
funkcja straty o ogélnej postaci £(y,y") = a(y’ — y)+ + (1 — a)(y — ')+ dla dowolnego « € (0, 1), gdzie
(z)4+ = max{z, 0} oznacza dodatnig czes¢ x.

Dalsze wyniki dotycza nieparametrycznych metod predykcji za pomoca funkcji izotonicznych. Pierw-
sza z metod, nazwana metodq plug-in, estymuje prawdopodobienistwa warunkowe klas P(y|x) za pomoca
zbioru K estymatoréw p; 1(x), ..., Dtk (x), gdzie p; 1 (x), estymator P(y = k|x) bazujacy na ¢t — 1 po-
przednich danych, jest funkcjq izotoniczna. Jesli takie estymatory sa dostepne, predykcja nowej etykiety
dla danego x mozna zosta¢ wyznaczona poprzez wybdr etykiety minimalizujacej wartos$¢ straty oczeki-
wang wzgledem estymatora p; 1(x), ..., P,k (x) (metody takie znane sa wtasnie pod nazwg plug-in [De-
vroye i inni, 1996]). PokazaliSmy, ze mozna taki estymator otrzymac¢ poprzez rozwigzanie ciggu K — 1
probleméw izotonicznej regresji, przy czym w k-tym problemie uzywamy pomocniczych etykiet réwnych
1 gdy y; > k, lub réwnych 0 gdy y; < k (dla kazdego ¢). Innymi stowy, rozwigzujemy K — 1 probleméw
binarnych estymacji prawdopodobienstw warunkowych przynaleznosci do gérnej lub dolnej kumulacji
klas {y > k} i {y < k}. Pomimo, ze kazdy z probleméw rozwigzywany jest oddzielne, udowodnilismy, ze
ostateczny estymator jest spdjnym rozkladem prawdopodobienstwa ([ As], twierdzenie 5).

Druga z metod, nazwana metodq bezposredniq, minimalizuje wprost okreslona funkcje straty:

min: Zf;i (yi, (i)

przy ograniczeniach: f: X — {1,..., K} jestizotoniczna.

Mimo, ze minimalizacja w klasie wszystkich funkcji izotonicznych wydaje sie trudna, opierajac sie na pra-
cy [Chandrasekaran i inni, 2005] pokazaliSmy, ze problem ten mozna rozwigza¢ za pomocg programo-
wania liniowego. Nastepnie zaproponowalismy dodatkowe metody redukcji rozmiaru problemu bazujace
na analizie relacji dominacji ([As], twierdzenie 6). PokazaliSmy tez, ze oba podejscia — metoda plug-in
i metoda bezposrednia - sa ze sobg gleboko powiazane:

Twierdzenie 13 ([A4s], twierdzenie 10) Majqc estymatory p;1(x),...,pr, k (x) 2 metody plug-in, dla li-
niowej funkcji straty rozwiqzanie p;(x) metody bezposredniej w punktach 1, ..., x;_1 réwne jest:

K K
ﬁt(mz) = 1+Zla,k(wi)>0¢’ lub ﬁt(wi) = 1+Zla,k(mi)>0¢’
k=2 k=2

lub jakiejkolwiek etykiecie pomiedzy tymi dwoma rogwiqzaniami, gdzie 1¢ jest funkcjq indykatorowq (réwng
1 gdy C zachodzi i 0 w przeciwnym przypadku).

Twierdzenie to pokazuje, ze metoda bezposrednia przewiduje zgodnie z progowanymi warto$ciami esty-
matoréw prawdopodobienstw z metody plug-in, przy okazji charakteryzujac warunki, przy ktérych roz-
wigzanie metody bezposredniej jest jednoznaczne. PokazalisSmy réwniez, ze zal obu metod dla danych
stochastycznych maleje do zera dla duzych wartos$ci ¢ ([As], twierdzenie 12 i twierdzenie 13).

4.3.6 Redukgcje zalu w klasyfikacji binarnej [ A4;5]

W problemie klasyfikacji binarnej celem jest przewidzenie dla wejscia x € X binarnej etykiety y €
{-1,1}. Jakos$¢ klasyfikatora h: X — {—1, 1} na rozkladzie danych P(x,y) zwykle mierzy sie za pomoca
trafnosci klasyfikacji P(h(z) = y). Trafno$¢ klasyfikacji czesto nie jest jednak adekwatna do rozwazanego
problemu i stosuje sie wtedy bardziej ztozone miary jakosci. Przykladowo, gdy klasy sa niezrownowazone,
czesto uzywa sie miary Fg [Lewis, 1995; Nan i inni, 2012] lub miary AM (btad zréwnowazony) [Menon
i inni, 2013]. Optymalizacja takich miar jest jednak do$¢ trudna (obliczeniowo i statystycznie), poniewaz
nie dekomponuja sie one do btedéw na poszczegdélnych obserwacjach.

Autoreferat 15/24



W naszej pracy rozwazali$my maksymalizacje takich uogélnionych miar jakosci za pomoca zastepczych
funkgji strat. OgraniczyliSmy sie do waznej klasy miar ¥, ktére sg ilorazami liniowych funkeji fatszywie
pozytywnych (FP) i falszywie negatywnych (FN) btedéw klasyfikatora h:*

ap —+ alFP(h) + QQFN(h)

U(h; P) =
(h; P) bo + b1 FP() + baFN(R)

gdzie FP(h) = P(h(z) = 1Ay = —1)iFN(h) = P(h(x) = —1Ay = 1), a wspolczynniki a;, b; moga zalezeé
od rozkltadu P(x,y). Takie funkcje nazywane sg liniowymi funkcjami wymiernymi. Zawieraja one wcze-
$niej wymienione miary Fz oraz AM, jak réwniez wspdtczynnik podobienistwa Jaccarda, wazong trafnosé
klasyfikacji, i wiele innych [Koyejo i inni, 2014]. Niech h* = argmax,; U(h; P) bedzie optymalnym ze
wzgledu na V¥ klasyfikatorem. Definiujemy W-zal klasyfikatora h jako Ry (h; P) = ¥(h*; P) — U(h; P).
Podobnie jak w modelu przyrostowym, zal mierzy suboptymalnos¢ h ze wzgledu na ¥. Poniewaz ¥ jest
zlozona miara zalezna od catego rozkladu danych, bezposrednia jej maksymalizacja jest trudna. Dlatego
zwykle uzywa sie zastgpczych funkcji strat, tzn. strat potencjalnie mocno rézniacych sie od ¥, ale ta-
twiejszych do optymalizacji. Pojawia sie jednak pytanie, czy optymalizacja funkcji zastepczej prowadzi
do optymalizacji oryginalnej miary ¥?

Pokazalismy, ze odpowiedz na to pytanie jest pozytywna. Niech ¢: {—1,1} xR — R bedzie zastepcza
funkcjq straty mierzaca jakos$¢ ciggtych predykeji etykiety y € {—1,1}. Przyktadami takich funkgeji jest
btad kwadratowy £(y,p) = (y — p)? lub btad logistyczny ¢(y, p) = log(1 +exp(—yp)) [Hastie i inni, 2003].
Majac funkcje o wartosciach rzeczywistych f: X — R, jej oczekiwana wartos$¢ straty zdefiniowana jest
jako L(f; P) = Ep [{(y, f(x))]. Definiujemy tez ¢-zal funkcji f jako R,(f; P) = L(f; P) —infs L(f'; P),
gdzie infimum jest wzgledem wszystkich mozliwych funkcji o wartosciach rzeczywistych. Niech hy: X —
{—1,1} bedzie klasyfikatorem uzyskanym z f w ten sposéb, ze h;(x) =1 gdy f(x) > 6 ihs(x) = —1 gdy
f(z) < 0 dla pewnego progu 6 € R. Pokazali$my, ze jesli prég 6 wyznaczony jest poprzez optymalizacje
miary ¥ (co, majac f, mozna w praktyce fatwo wykona¢ na osobnym zbiorze walidacyjnym, jednokrotnie
przechodzac wszystkie dane i wybierajac najlepsza wartos¢ 0), to ¥-zal wynikowego klasyfikatora jest
ograniczony przez ¢-zal funkcji f.

Twierdzenie 14 ([A;2], twierdzenie 1) Niech ¢ bedzie silnie wlasciwg (strongly proper) funkcjq straty

[Agarwal, 2014]. Wtedy:
Ry(hyg; P) < CV/R(f; P).
gdzie C zalezy od wltasnosci Vi /.

Warunek na silng wlasciwos¢ funkcji straty jest techniczny i nie bedzie tu omawiany; wiekszo$¢ popu-
larnych zastepczych funkcji strat, takich jak wymieniony btad kwadratowy czy logistyczny, speliaja te
wlasnos¢. Nasz wynik jest przyktadem redukcji zalu [Balcan i inni, 2008], w ktdrej zal (suboptymalnos¢)
ze wzgledu na jedno kryterium jako$ci ograniczony jest zalem ze wzgledu na inne kryterium. Wymienio-
na tu funkcja f jest dowolna — mogta by¢ nauczona z danych, by¢ odpowiedzig algorytmu przyrostowego,
itp. Rozklad danych jest réwniez dowolny — np. wybierajac rozktad empiryczny na prébce twierdzenie
bedzie dawato ograniczenie na blad na skoniczonym zbiorze danych.

RozszerzyliSmy réwniez powyzszy rezultat na przypadek, gdy prég w h; zostat otrzymany w sposéb
niedoktadny, np. poprzez optymalizacje na osobnej probce walidacyjnej ([A4;12], twierdzenie 2). Udowod-
nili$my réwniez podobne twierdzenia ([ A12], twierdzenia 3 i 4) dla klasyfikacji wieloetykietowej [Gibaja i
Ventura, 2015; Dembczynski i inni, 2012], gdzie celem jest réwnoczesne przewidywanie wielu etykiet dla
pojedynczej obserwacji: pokazaliSmy, ze podobne ograniczenia na zal zachodza w przypadku tzw. makro-
i mikro-usredniania po etykietach [Manning i inni, 2008].

5 Omoéwienie pozostalych osiagnie¢ naukowych

Przedstawiono ponizej wybrane osiagniecia naukowe W. Kotlowskiego uzyskane po otrzymaniu tytutu
doktora, ktére nie weszly do gléwnego cyklu publikacji. Opis osiagnie¢ opiera sie na nastepujacej liscie
wybranych publikacji:

4Uzywamy konwencji, w ktérej miary jakosci sa funkcjami ugytecznosci, tzn. celem jest maksymalizacja 0.
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Rodziny regul decyzyjnych [B1] [Bs] [B4] [Bs] [Bel

Od wielu dekad reguly decyzyjne odgrywaly istotng role w uczeniu maszynowym, z jednym z pierwszych
algorytméw indukcji regut zaproponowanym przez Ryszarda Michalskiego na poczatku lat 80. [Michalski,
1983]. Gléwngq zaleta regut decyzyjnych jest ich prostota i tatwo$¢ interpretacji, wlasnosci czesto zanie-
dbywane w gtéwnym nurcie uczenia maszynowego, a réwnoczesnie niezwykle istotne w wielu praktycz-
nych zastosowaniach, w ktérych decydent nie tylko potrzebuje trafne predykcje, ale réwniez predykcje
tatwe do wyjasnienia. Reguly sg réwniez zdolne do modelowania zlozonych interakcji miedzy cechami, a
tym samym sg w stanie przybliza¢ bardzo zltozone funkcje. Wezesne algorytmy indukowania regut byty
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oparte przede wszystkim na metodzie sekwencyjnego pokrywania [Grzymala-Busse, 1992; Cohen, 1995;
Flirnkranz, 1996; Stefanowski, 1998]. W wyniku rozwoju metod uczenia maszynowego wprowadzono
nowq technike, bazujaca na metodzie boosting (znana rowniez jako forward stagewise additive modeling)
[Freund i inni, 2003; Hastie i inni, 2003; Schapire i Freund, 2014], w ktérej klasyfikatory bazowe sg ko-
lejno dodawane do rodziny klasyfikatoréw, przy czym nowy klasyfikator koncentruje sie na przyktadach,
ktére byly najtrudniejsze dla klasyfikatoréw obecnych w rodzinie. Wybér reguly decyzyjnej jako klasyfi-
katora bazowego doprowadzit do nowych, efektywnych metod indukcji regut [Cohen i Singer, 1999].

W naszych badaniach zaproponowali$my podejscie do generowania rodzin regut przy uzyciu stra-
tegii boosting. WyprowadziliSmy ogélny algorytm nazwany ENDER [B,], ktéry unifikuje indukcje regut
dla klasyfikacji binarnej i regresji w jednym schemacie. Celem algorytmu jest stopniowa minimalizacja
zadanej funkcji straty (np. straty logistycznej dla klasyfikacji lub btedu kwadratowego dla regres;ji), ite-
racyjnie dodajac nowe reguly do rodziny. Powstaly klasyfikator jest liniowg kombinacjq regul, przy czym
wspdtczynniki liniowe maja interesujaca interpretacje jako sita gtosu indywidualnych regut. Rozwazyli-
$my szeroki zakreséw technik minimalizacyjnych stosowanych w boostingu, ktére okazaly sie prowadzi¢
do réznych miar czystosci w procesie generowania regut. PrzedstawiliSmy teoretyczny wglad w proces
generowania regul pokazujac, ze indukowane miary czystosci prowadza do przetargu miedzy jakoscig
klasyfikacji (dyskryminacja) a pokryciem. Pokazalismy, ze nasz algorytm jest konkurencyjny w stosunku
do innych znanych metod indukcji regut. W pracy [ Bg], rozwazalismy algorytm ENDER w szerszym kon-
tekscie, omawiajac podobienstwa i réznice miedzy podejsciem boosting a sekwencyjnym pokrywaniem.

RozwazaliSmy réwniez indukcje regut w kontekscie uczenia sie preferencji [Fiirnkranz i Hiillermeier,
2011]. W pracy [Bs] zaproponowalismy dwa podejscie do indukcji regut z informacji dotyczacej poréw-
nan parami obiektéw przez decydenta. Pierwsze z podejs¢ dotyczy uczenia sie binarnej relacji preferencji
na parach, ktéra mozna zastosowaé¢ do utworzenia (liniowego) rankingu obiektéw poprzez ewaluacje
wszystkich par, a nastepnie uzycie metody Net Flow Score. Drugie z podej$¢ dotyczy uczenia sie funk-
¢ji uzytecznosci, ktéra kazdemu obiektowy przypisuje wartos¢ rzeczywista, na podstawie ktérych mozna
utworzy¢ ranking obiektéw. W obu podejsciach do generowania regut uzyliSmy techniki boosting. Prze-
prowadziliSmy obszerny eksperyment na rzeczywistych danych celem poréwnania obu podejs¢.

Badalismy rowniez indukcje regul w kontekscie klasyfikacji porzadkowej przy zalozeniu ograniczen
monotonicznych ([B;], [ B1], réwniez: rozdziat 4.3.5). Celem jest konstrukcja rodziny regut, ktéra (trak-
towana jako funkcja z przestrzeni cech do zbioru uporzadkowanych indekséw klas) jest funkcja monoto-
niczng ze wzgledu na wszystkie cechy. Nie jest to zadanie trywialne, poniewaz standardowe algorytmy
boostingu nie pozwalaja na latwe narzucenie tego typu ograniczen monotonicznych. Zaproponowali$my
wiec dwufazowa procedure klasyfikacji, sktadajacq sie z fazy monotonizacji danych i fazy indukeji regut.
W pierwszej fazie etykiety klas sg zastapione nowymi etykietami, ktére s monotoniczne wzgledem cech,
a procedura stara sie tak dobra¢ nowe etykiety aby zminimalizowa¢ liczbe przeetykietowan. W drugiej
fazie reguly indukowane sa za pomoca techniki boosting. PokazaliSmy, ze kontrolowanie znakéw wspol-
czynnikéw liniowych regut jest wystarczajace do zapewnienia monotonicznos$ci. UzyliSmy dwdch proce-
dur indukcji regut: minimalizacji sigmoidalnej funkcji straty ze stalym krokiem ([B;], algorytm MORE)
oraz metody linear programming boosting ([Bz], algorytm LPRules). W obu przypadkach dokonalismy
teoretycznego wgladu w analizowany problem, jak réwniez zaprezentowaliSmy wyniki eksperymentéw
obliczeniowych wskazujace, ze otrzymane algorytmy sa konkurencyjne z najlepszymi istniejacymi algo-
rytmami dla tego typu problemu.

5.2 Kwantowe uczenie sie [ B3]

Uogdlnilismy problem klasyfikacji binarnej na problem klasyfikacji dwoéch nieznanych stanéw kwanto-
wych. Gléwny paradygmat kwantowej teorii informacji méwi, ze systemy kwantowe sg nosnikiem no-
wego rodzaju informacji z potencjalnymi rewolucyjnymi zastosowaniami, jak np. szybsze obliczenia czy
bezpieczna tacznos$¢ [Nielsen i Chuang, 2000]. Rozwdj technologii kwantowych wymaga opracowania
nowych narzedzia do sterowania i precyzyjnego pomiaru ukltadéw kwantowych, w ktérych walidacja sta-
tystyczna stala sie czescig standardowej procedury eksperymentalnej [Paris i Rehacek, 2004]. Przedstawi-
lismy nowy typ kwantowego problemu statystycznego zainspirowanego teorig uczenia sie, a mianowicie
problem Kklasyfikacji stanu kwantowego. Majac ,,zbior uczacy” sktadajacy sie n; identycznych, nieznanych
standéw kwantowych (kubitéw) p (kubity moga by¢ reprezentowane przez dodatnio okreslona macierz
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zespolona o rozmiarze 2 x 2 z jednostkowym $ladem, zwanga macierzq gestosci) i no nieznanych kubi-
téw o, celem jest opracowanie pomiaru, ktory jak najlepiej rozréznia przyszle kopie p i 0. Jesli p, o
i ich prawdopodobienstwa a priori sg znane, optymalna strategia rozrézniania miedzy stanami nazywa-
na jest pomiarem Helstroma [Helstrom, 1976] i gra tutaj role klasyfikatora bayesowskiego w klasycznej
statystycznej teorii uczenia sie. W naszym problemie stany p i o sq nieznane, musimy sie wiec nauczy¢
rozrézniajacego je pomiaru. RozwazyliSmy tu dwie metody: (1) Strategie plug-in, ktéra wpierw estymuje
nieznane stany p i o, a nastepnie wykonuje pomiar Helstroma na podstawie estymatoréw; (2) Strategie
bezposredniq, ktéra wykonuje taczny pomiar dla danych uczacych i nowej, nieznanej kopii celem podjecia
decyzji. Wykazalismy, ze ta ostatnia strategia prowadzi do optymalnej metody klasyfikacji i zazwyczaj
dziala $cisle lepiej od strategii plug-in. Naturalna miara jakosci jest tu nadwyzka ryzyka, réznica miedzy
oczekiwanym btedem zadanej metody a btedem optymalnego pomiaru Helstroma. UdowodniliSmy, ze
nadwyzka ryzyka kazdej z metod jest rzedu n~! (gdzie n = n; +n»), obliczajac doktadne state. Poniewaz
optymalny pomiar klasyfikacji (metoda bezposrednia) rézni sie od optymalnej metody estymacji standéw
(metoda plug-in), nasze wyniki ponownie pokazuja, ze rézne kwantowe problemy decyzyjne nie moga
by¢ jednoczesnie rozwigzane optymalnie.

5.3 Klasyfikacja wieloetykietowa [B1g] [Bi3]

W Kklasyfikacji wieloetykietowej jeden obiekt moze by¢ przydzielony do zadnej, jednej lub wielu klas na-
raz [Gibaja i Ventura, 2015; Dembczynski i inni, 2012]. Traktujac przydziat do kazdej klasy jako binarng
etykiete (réwna 1 gdy obiekt nalezy do danej klasy i O w przeciwnym przypadku) widzimy, ze klasyfi-
kacja wieloetykietowa uogélnia predykcje pojedynczej etykiety (jak w klasyfikacji binarnej) na predykcje
wektora etykiet. Problemy takie czesto wystepujg w praktycznych zastosowaniach, np. w systemach reko-
mendacyjnch (film lub ksigzka przypisane do wiecej niz jednej kategorii), klasyfikacji tekstu (dokumenty
oznaczone wiecej niz jedng etykietgq) lub nawet w bioinformatyce (geny zwigzane z wiecej niz jedng
klasa funkcjonalna). Z powodu wektorowej natury wyjs$¢, problemy wieloetykietowe doczekaly sie wielu
nowych miar jakosci klasyfikacji, takich jak btad Hamminga, btad 0/1 na podzbiorach, btad rangowy czy
miara F' [Dembczynski i inni, 2012].

W pracy [Bio] poréwnaliSmy dwa podejscia do optymalizacji wieloetykietowej miary F. Pierwsze
z nich nazywa sie structured loss minimization [Petterson i Caetano, 2010, 2011] i wywodzi sie ze struktu-
ralnych maszyn wektorow podpierajacych (structured support vector machines, SSVM). Drugie podejscie
jest metodq typu plug-in [Lewis, 1995; Nan i inni, 2012; Dembczynski i inni, 2011], w ktdérej wpierw
uczymy sie modelowaé prawdopodobienstwa warunkowe klas, a nastepnie uzywamy tych prawdopodo-
bienstw w fazie wnioskowania do optymalnej predykcji (przydziatlu etykiet). Faza wnioskowania zostata
oparta na algorytmie Dembczynskiego i innych [2011] dokladnej optymalizacji miary F przy uzyciu
m? + 1 parametréw tacznego rozktadu warunkowego etykiet (gdzie m jest liczba etykiet). Rozwazali$my
rowniez prostszy wariant zakladajacy niezaleznos¢ etykiet, uzywajac algorytmu wnioskowania z pracy
Nan i inni [2012]. PokazaliSmy w eksperymencie obliczeniowym, Ze podejscie plug-in jest skuteczniejsze
od podejscia SSVM. Analizowalismy réwniez oba typy metod wykazujac, ze o ile podejscie plug-in jest
spojne statystycznie, podejscie SSVM nie posiada tej wlasnosci.

W pracy [ B3] rozwazaliSmy drzewa klasyfikatoréw dla klasyfikacji wieloetykietowej i wieloklasowe;j.
Metody te reprezentuja model predykcyjny w formie drzewa, w wezlach ktérego znajdujq sie proste, bi-
narne klasyfikatory okreslajace do ktérego poddrzewa nalezy dana obserwacja. Predykcje dokonywane sg
poprzez (zachtanne) przejscie od korzenia do lisci drzewa, okreslajacych przydziat konkretnych etykiet.
Podejscie to jest bardzo uzyteczne, poniewaz potencjalnie pozwala zmniejszy¢ czas predykcji z O(m)
do O(logm), gdzie m jest liczbg wszystkich mozliwych wyjs¢ (liczba klas w klasyfikacji wieloklasowej
lub liczba mozliwych kombinacji etykiet w klasyfikacji wieloetykietowej). SkupiliSmy sie na klasie metod
zwanej probabilistic classifier trees (PCTs). Dzieki uczeniu klasyfikatoréw probabilistycznych w wewnetrz-
nych wezlach drzewa, metody te pozwalajg na przegladanie drzewa w bardziej zaawansowany i mniej
zachtanny sposéb, potencjalnie dajac lepsze predykcje. Naszym gléwnym wynikiem jest ograniczenie na
zal ze wzgledu na btad 0/1 poprzez btad algorytmu przeszukiwania i dywergencje Kullbacka-Leiblera
(zal ze wzgledu na btad logistyczny) klasyfikatoréw w wewnetrznych wezlach drzewa. Ograniczenie to
implikuje statystyczng spojnos¢ metody, a zarazem okresla przetarg miedzy zlozonoscia obliczeniowsq
a trafnoscig predykcji. Poréwnalismy réwniez w eksperymencie obliczeniowym algorytmy PCTs z inng
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metoda opartg na drzewach klasyfikatorow, Filter Trees.

5.4 AUC i btad rangowy [By] [Bg]

Ranking dwudzielny dotyczy problemdéw rangowania ze zbioru treningowego pozytywnych i negatyw-
nych przyktadéw. Najbardziej popularnym kryterium jakosci jest tu pole pod krzywq ROC (area under the
ROC curve, AUC) [Hanley i McNeil, 1982; Cortes i Mohri, 2003], ktére okresla prawdopodobienistwo,
ze w losowo wybranej parze pozytywnych i negatywnych obiektéw obiekt pozytywny rangowany jest
(poprawnie) powyzej obiektu negatywnego. AUC jest funkcja uzytecznosci (,,im wyzsza, tym lepsza”),
a odpowiadajaca jej funkcja straty jest btqd rangowy (réwny 1— AUC).

Poniewaz btad rangowy zdefiniowany jest na parach, wiekszo$¢ metod rangowania réwniez uzywa
podejscia na parach, efektywnie redukujac problem do klasyfikacji binarnej i traktujac kazda pare (z, 2’)
jako pojedyncza obserwacje, klasyfikowana jako pozytywna wtedy i tylko wtedy gdy x poprzedza x'
w rankingu [Herbrich i inni, 1999; Freund i inni, 2003; Agarwal i inni, 2005]. Niestety, podejscie to ska-
luje sie w ogdlnosci kwadratowo z rozmiarem danych (w niektérych przypadkach mozliwe jest obnizenie
tej ztozonosci, wymaga to jednak dedykowanych, bardziej ztozonych algorytmdéw optymalizacji). Wydaje
sie wiec uzasadnione zapytac, czy ta dodatkowa zlozono$¢ jest tu rzeczywiscie potrzebna, szczegdlnie
zwazywszy, ze w kilku eksperymentach wykazano, iz proste klasyfikatory oparte na funkcjach rzeczywi-
stych uzyskujq bardzo dobre wartosci AUC. Klasyfikatory takie moga zosta¢ uzyte do rankingu po prostu
sortujac obserwacje po przydzielonych im przez klasyfikator rzeczywistych wartos$ciach wyjscia. W pracy
[B7] naszym celem byta wiec odpowiedZ na pytanie, jak wiele mozemy osiagnaé w problemie rankingu
poprzez uczenie prostych klasyfikatoréw minimalizujacych funkcje straty na pojedynczych obserwacjach.
Wpierw pokazaliSmy, ze minimalizacja btedu 0/1 nie jest dobrym pomystem, poniewaz moze prowa-
dzi¢ do dowolnie duzego btedu rangowego. Dalej wykazalismy, ze lepsze wyniki mozna uzyskaé stosujac
wazong wersje bledu 0/1. Najwiekszy zysk osiggneliSmy jednak poprzez minimalizacje marginesowych
funkcji strat, takich jak eksponencjalna lub logistyczna funkcja straty, dla ktérych byliSmy w stanie poka-
za¢ ograniczenia na zal rangowy. Nasze wyniki potwierdziliSmy w eksperymencie obliczeniowym.

W pracy [ Bg] rozszerzyliSmy nasze wyniki na problem minimalizacji btedu rangowego w klasyfikacji
wieloetykietowej, podajac ograniczenia na zal rangowy dla prostych klasyfikatoréw minimalizujacych za-
stepcze funkcje straty na pojedynczych etykietach, takie jak eksponencjalna lub logistyczna funkcja straty.
Poprzednio problem ten byl rozwigzywany za pomocg zastepczych wypuklych strat zdefiniowanych na
parach etykiet. Podejscie to jest jednak nie tylko bardziej ztozone obliczeniowo, ale zostalo poddane
w watpliwos¢ w Swietle negatywnych wynikéw pokazujacych, ze typowe funkcje zastepcze na parach nie
sg nawet statystycznie spéjne [Duchi i inni, 2010; Gao i Zhou, 2011]. Co cieawe, nasze funkcje zastepcze
na pojedynczych etykietach sg nie tylko prostsze obliczeniowo i koncepcyjnie, ale réwniez okazujq sie sta-
tystycznie spdjne. Nasze wyniki prowadzily do efektywnych algorytméw dla rankingu wieloetykietowego,
ktore przetestowaliSmy w eksperymencie obliczeniowym.

5.5 Niedekomponowalne miary ztozonosci w klasyfikacji binarnej [ B15] [B14]

Jakos$¢ klasyfikatoréw mierzona jest tradycyjnie trafnoscia klasyfikacji. W wielu przypadkach miara ta
jest jednak nieadekwatna do rozwazanych problemow i liczne zastosowania doprowadzily do propozycji
wielu bardziej ztozonych miar jakosci [Choi i Cha, 2010], takich jak AUC dla niezréwnowazonych klas
[Menon i inni, 2013], miara F' dla wyszukiwania informacji [Lewis, 1995], lub precyzja w czotéwce ran-
kingu [Kar i inni, 2014]. Duzym wyzwaniem w optymalizacji takich miar jest jednak ich niedekompono-
walnos¢ — ewaluacja zbioru predykcji nie moze zosta¢ zdekomponowana na sume ewaluacji pojedynczych
predykgcji. Ta cecha stanowi gtéwna trudnos¢ w analizie teoretycznej tych miar i doprowadzita do dwéch
réznych podejs¢ do badania spéjnosci statystycznej [Nan i inni, 2012].

Z jednej strony, podejscie Population Utility (PU) skupia sie na estymacji — czyli PU-spdjny klasyfikator
to taki, ktoéry poprawnie estymuje warto$¢ miary na catej populacji. Z drugiej strony, podejscie Expected
Test Utility (ETU) skupia sie na uogolnieniu — czyli ETU-spdjny klasyfikator optymalizuje oczekiwang war-
tos$¢ btedu wzgledem losowo wybieranych zbioréw danych o zadanym rozmiarze. W pracy [Bi4] zapre-
zentowaliSmy szereg wynikéw poréwnujacych podejscia PU i ETU. Pokazalismy, ze dla duzego zakresu
miar, podejscia PU i ETU sa asymptotycznie rownowazne (tj. dla zbioréw danych o duzym rozmiarze),
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przy zatozeniu technicznego warunku p-lipszycowskosci, spelmianego przez wiekszo$¢ miary uzywanych
w praktyce. Podobny rezultat znany byt poprzednio tylko dla miary F' [Nan i inni, 2012]. Analizowalismy
tez przyblizona klasyfikacje ETU uzywajac rozwiniecia miary w szereg Taylora i pokazujac, ze przyblizenia
moga by¢ wyznaczone znacznie efektywniej i sg réwnocze$nie obarczone malym btedem przy pewnych
standardowych zalozeniach. RozwazaliSmy réwniez efekt blednej specyfikacji modelu, odkrywajac, ze
podejscie ETU jest tu bardziej wrazliwe niz PU i moze wymagac¢ dobrej kalibracji prawdopodobienstw
warunkowych. Na koniec zaprezentowali$my wyniki obliczeniowe na symulowanych i rzeczywistych da-
nych potwierdzajace nasze wyniki teoretyczne.

W pracy [ B12] rozwazyliSmy problem uczenia sie klasyfikatora binarnego optymalizujacego miare ap-
proximate median significance (AMS), ktdrej optymalizacja byta celem konkursu uczenia maszynowego
Higgs Boson Machine Learning Challenge (HiggsML) [Adam-Bourdarios i inni, 2014]. Skoncentrowali$my
sie na najbardziej popularnym podejsciu do optymalizacji AMS, opartym na uczeniu sie funkeji o warto-
Sciach rzeczywistych f poprzez minimalizacje na prébce uczacej zastepczej funkgji straty dla klasyfikacji
binarnej, takiej jak funkcja logistyczna, a nastepnie utworzeniu klasyfikatora poprzez progowanie f, tzn.
wartosci funkcji powyzej progu oznaczaly klasyfikacje pozytywng (klasa event), a ponizej — klasyfikacje
negatywna (klasa background). Prég byt dobierany na osobnym zbiorze walidacyjnym bezposrednio opty-
malizujac miare AMS. Takie podejscie stalo sie bardzo popularne wsrdd uczestnikéw konkursu gtéwnie
ze wzgledu na fakt, ze pierwszy etap (uczenie sie funkcji f) nie wykorzystuje docelowej miary oceny
(AMS) i dzieki temu mozna bez zadnych modyfikacji stosowa¢ standardowe metody klasyfikacji, takie
jak regresja logistyczna, Stochastic Gradient Boosting, Random Forest [Hastie i inni, 2003], itp. Mimo swo-
jej prostoty, procedura ta okazata sie bardzo skuteczna. W naszej pracy wykazaliSmy, ze takie podejscie
stanowi spdjna metode optymalizacji AMS. Méwiac $cislej, wykazalismy, ze zal wynikowego klasyfikatora
(otrzymanego przez progowanie f) mierzony wzgledem kwadratu btedu AMS jest ograniczony przez zal
funkcji f mierzony wzgledem logistycznej funkgcji straty. Byto to pierwsze ograniczenie na zal zastosowa-
ne do niedekomponowalnej miary jakosci takiej jak AMS.

5.6 Estymacja czasow przejazdu w rzeczywistej sieci drogowej [Bo] [B11]

Problem ten byt badany we wspétpracy z firma NaviExpert zajmujaca sie nawigacja w ruchu drogowym.

W pracy [Bg] opisaliSmy szereg metod statystycznych uzywanych w systemie Community Traffic (NX-
CT) firmy NaviExpert. System ten zbiera surowe dane dotyczace czasu i pozycji geograficznej urzadzen
GPS (a tym samym samochodéw, w ktdrych sie one znajduja), ktdre sa pdzniej przeliczane na czasy prze-
jazdu w segmentach sieci drogowej, co pozwala na wnioskowanie o plynnosci ruchu. Zaproponowalismy
metode estymacji czasow przejazdu oparta na modelu sktadajacym sie z dwdch komponentéw. Kompo-
nent statystyczny jest odpowiedzialny za predykcje oparte na stabilnych i powtarzalnych trendach (np. ,w
kazda niedziele rano ruch na ulicach w centrum jest niewielki”). Stabilnos¢ ta stanowi o sile komponentu
(pozwala na dalekosiezne predykcji, np. rzedu dni), ale réwniez o jego stabosci (brak mozliwosci reakeji
na naglte zmiany w plynnosci ruchu). Dlatego komponent dynamiczny dostraja predykcje komponentu
statystycznego na podstawie ostatnich obserwacji reagujac na zmiany, ktére nie moga by¢ wyjasnione
dtugo-okresowym zachowaniem (np. roboty drogowe lub nietypowe zageszczenie ruchu). System NX-CT
umozliwia réwniez uzytkownikom aktywny udzial w procesie kolekcjonowania danych poprzez wysyta-
nie informacji o aktualnej sytuacji drogowej. Zaproponowalismy metode estymacji wiarygodnosci takich
wiadomosci oparta na algorytmie Expectation Maximization. Nasze algorytmy zostaly przetestowane w
eksperymencie obliczeniowym na rzeczywistych danych pochodzacych z systemu NX-CT.

W pracy [Bi1] uzyliSmy metod dekompozycji macierzy (matrix factorization) popularnych w syste-
mach rekomendacyjnych [Srebro i inni, 2005; Koren i inni, 2009] do estymacji czaséw przejazdu z danych
historycznych. RozwazaliSmy duzg macierz czasow przejazdu, w ktdrej wiersze odpowiadaly krotkim,
niepodzielnym odcinkom drogowym, a kolumny — krétkim (15-minutowym) przedziatom czasowym roz-
pietym na przestrzeni catego tygodnia. Dekompozycja takiej macierzy daje zbiér ukrytych cech w formie
dwoch macierzy o matym rzedzie, ktérych iloczyny przyblizajg oryginalng macierz. Model taki pozwala
trzymac¢ w pamieci dwie macierze znacznie mniejsze od calej macierzy danych, a dodatkowo moze stuzy¢
jako efektywna obliczeniowo i trafna metoda predykcji czaséw przejazdu na dowolnym odcinku sieci dro-
gowej, w dowolnej chwili czasowej. Przy okazji, ukryte cechy wyznaczone przez dekompozycje macierzy
daly interesujacy wglad do analizowanego problemu. Eksperymenty na duzych, rzeczywistych zbiorach
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danych wykazaly lepsze wyniki zaproponowanego algorytmu w poréwnaniu do kilku standardowych
modeli szacowania czaséw przejazdu.
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